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Abstrakt: Text je zaméreny na popis numerickych metod hledani nepodminénych extrému
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Predmluva

Ackoliv se to patrné vétsiné ¢tenaiu nékolika stran tohoto dila nemusi jevit jako néco z
realného zivota, tak neustalé optimalizovani je pro lidskou mysl zcela ptirozené. Naprosto
trividlni situace, o kterych ani nepfemyslime jako o matematice, jsou ve své podstaté mini-
maliza¢ni nebo maximalizacni procesy. Jdeme-li do obchodu cokoliv koupit, vybrat darek
pro nékoho blizkého, nebo kdyz jen zvazujeme, jak stravime volny cas, tak vlastné v nasi
hlavé probihaji série optimalizaci a porovnavani vysledku.

Nase mysleni je vSak zdroven genidlni i omezené. Dokéaze obejit mnohdy slozité mate-
matické postupy a fici nam, ktera volba je pro nas ziejmé nejvyhodnéjsi. Bez pouziti tuzky,
papiru nebo pocitace a mnohdy tak automaticky, ze si ani neuvédomime, ze jsme vubec o
nécem rozhodovali. Avsak k tomu, aby naSe optimalizace byly efektivni, potfebujeme jiz
diive ziskané zkusenosti. Jak by clovék veédeél, jestli je tfeba dand cena mrkve adekvatni,
kdyby nikdy mrkev nekupoval? V ptipadé mrkve by ¢lovék asi obétoval néjaké penize a
nové zkuSenosti si timto zpusobem ziskal. K ¢emu vsak dospéjeme, kdyz nabyti téchto
zkuSenosti je prilis ndkladné, casové narocné nebo jinak rizikové? V tomto pripadé nastu-
puje "opravdova” matematika, jak si ji predstavuje vétsina lidi.

Tato préace popisuje nékteré tyto matematické optimaliza¢ni postupy a metody. Zacina
teoretickym zakladem optimalizace, pokracuje metodami jednorozmérnymi a posledni ka-
pitola je vénovana metodam vicerozmérné optimalizace a jejim modifikacim. Toto dilo
vSak nebylo vytvoreno s cilem odhalit néjakou doposud nepoznanou védomost, ale nastinit
¢tenari urcité principy ¢i postupy optimalizace. Mym cilem neni predat technické znalosti,
ale pomoci premyslet o béznych vécech v trochu jiné roviné nez je obvyklé.

» Nejpozoruhodnéjsi na ¢lovéku je jeho schopnost mysleni.

Aristotelés ze Stageiry
(384-322 pt.n.l)



Kapitola 1

Koncept metod nepodminéné
minimalizace

Necht X C R" je konvexni mnoZina a uvazujme na X konvexni funkci. Nasi snahou je
najit bod z* € X v némz funkce f nabyva na X svého minima. Tuto minimalizovanou
funkci budeme nazyvat funkei icelovou. V mnoha praktickych ptipadech nezname explicitni
vyjadreni funkce f ani jeji derivace, nemuzeme tedy pouzit k hleddani minima standardni
minimaliza¢ni postup pomoci derivaci. Jelikoz vsak neexistuje obecny postup, kterym by
se Tidily vSechny metody v tomto textu probirané, je zde popsan obecny postup feseni
jedné z jednodussich skupin metod. Obecny postup pii feseni takovéhoto problému nam
nastini teoretickou koncepci stojici za vsemi metodami nepodminéné minimalizace.

Zvolime pocatecni bod xg # x*. Tato volba je ¢asto urcena primo pouzitou metodou.
Jelikoz se v bodé x* nachazi minimum funkce f(x), musi platit

Af (xo) = f(2") — f(x0) < 0. (1.1)

Nyni se pokusime z bodu xg posunout co nejblize bodu x* pritom jeden krok tohoto
posunu budeme definovat jako

A:L’k = Ti+1 — T = Ok Sk, (12)
kde oy udava délku kroku a s; jeho smér. Krok nas pfiblizil minimu, pokud bude splnéno
Af (Qik) = f (l’k+1) — f ($k> < 0. (13)

Posloupnosti bodu splnujici tuto podminku se fikd minimalizujici posloupnost.

Je dulezité si uvédomit, ze jednim krokem jsme se k minimu jen ptiblizili a pti koneéném
poctu kroki se tedy vysledny bod nemusi rovnat bodu minima . Metody nepodminéné mi-
nimalizace ve vétsiné pripadu davaji jen odhad bodu minima. Proto je ¢asto pro ukonceni
procesu vypoctu pouzita predem zvolena podminka, za které se proces ukoné¢i a posledni

!Existuji i piipady, kdy minima nenf mozno danou metodou dosdhnout v koneé¢ném poétu kroki viibec.
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KAPITOLA 1. KONCEPT METOD NEPODMINENE MINIMALIZACE

zjistény bod je prohldsen za minimum tcelové funkce. Toto omezeni je zpravidla reprezen-
tovano skaldrem, ktery ozna¢ime A a nazveme koeficientem presnosti. Samotna podminka
muze byt definovana ruzné - ¢asto pracuje se vzdalenosti bodu ve dvou po sobé nasledujicich
krocich.

Nagim cilem tedy v kazdém kroku bude najit takovy vektor Axy, ktery by néas priblizil
co nejblize k hledanému minimu, v nejlepsim ptipadé pfimo timto minimem prochézel.
Metody opakujici dokola stejny postup jednoho kroku se nazyvaji metodami iteracnimi a
jeden krok oznacime za jednu iteraci. Moznosti jak volit délku korku a4, a smér kroku sy, je
nékolik - lis se v jednoduchosti, rychlosti konvergence a pfesnosti urceni minima. Obecné

vvvvvvvvvv

metoda presnéjsi v odhadu minima.



Kapitola 2

Metody jednorozmeérné optimalizace

Metody jednorozmérné optimalizace jsou nejjednodussi optimalizacni metody a diky
své snadno pochopitelné grafické interpretaci vhodné pro osvojeni si prvnich znalosti o
optimalizaci. Samostatné nemaji mnoho praktickych pouziti, ale vyuzivaji se u metod
vicerozmérné optimalizace, které se vypoctem prevadéji prave na optimalizaci jednorozmeér-
nou.

Dulezitym aspektem pri déleni metod do jednotlivych skupin je, zda je metoda ak-
tivni nebo pasivni. Pasivni metody maji predem dany prubéh a vysledky ziskané pred
dokonéenim iterace (napiiklad namérené funkéni hodnoty) nemaji vliv na zadny z dalsich
hodnot nebo pii stejném poctu zjisfovanych hodnot méné piesné v porovnani s meto-
dami aktivnimi, kde se rozhodujeme o dalsim postupu na zakladé informaci zjisténych v
dané iteraci. Pasivni metody v§ak mohou mit své vyuziti. Napifklad, pokud je zjistovani
funkénich hodnot ¢asové narocné, ale je mozné zjistovat vice funkénich hodnot zarover. V
takovém ptipadé by byl vypocet pomoci aktivni metody velice zdlouhavy, jelikoz bychom
v kazdém kroku cekali na vysledek, zatimco pti pouziti metody pasivni bychom prohledali
cely uvazovany interval najednou. Jelikoz jsou pasivni metody obecné jednodussi, podivame
se jako prvni na metodu pasivni a dale jiz na metody aktivni.

Nejdfive se zaméiime na metody, které nevyzaduji znalost samotné ucelové funkce f ()
ve vSech bodech intervalu, kde hleddme minimum ani jejich derivaci, tedy na metody ne-
gradientni. Tyto metody slouzi k hledani intervalu lokalizace minima - tento interval bude
nejmensim intervalem, ve kterém se minimum s urc¢itosti nachazi. Velikost tohoto intervalu
bude zaviset na zvolené metodé a na dalsich parametrech metody samotné. Déle si ukazeme
metodu, kterd vyuziva derivace ucelové funkce, tedy patii do skupiny metod gradientnich,
nakonec se seznamime s metodou, ktera bude ptimo odhadovat minimum pomoci aproxi-
mace ucelové funkce a hledani minima této aproximace. Jedna se o metodu interpolacni.

Jelikoz konvexnost funkci je prilis silnd a omezujici podminka, zavedeme si slabsi pojem,
ktery bude vyhovovat vétsiné zde popisovanych metod:

Definice 1. Rekneme, ze funkce f: [a,b] — R je unimodalni, jestlize existuje z* nélezici

9



KAPITOLA 2. METODY JEDNOROZMERNE OPTIMALIZACE
2.1. KOMPARATIVNI METODY

do intervalu [a,b] takové, ze f je klesajici (rostouci) na [a,z*) a rostouci (klesajici) na
(x*,0].

2.1 Komparativni metody

Prvni metody, kterymi se budeme zabyvat, slouzi k feSeni problému, kdy nezname
ani funkci f (z) ani jeji derivace. Jediné co muzeme zjistit je funkéni hodnota v urcitém
bodé a tyto hodnoty porovnéavat. Z tohoto duvodu jsou tyto metody nazyvany metodami
komparativnimi. Metody se setkévaji s protichudnymi pozadavky na minimalizaci poctu
bodu, jejichz funkéni hodnotu musime zjistit a na minimalizaci intervalu lokalizace minima
zarucujici vetsi presnost.

2.1.1 Rovnomeérné déleni intervalu

Mégjme na intervalu (a, b) definovanou spojitou unimodélni ucelovou funkci f (z) s mini-
mem v bodé x*. Nasim tkolem je najit takovy interval lokalizace minima, aby bod minima
nebyl vzdéaleny od stfedu tohoto intervalu vice nez o zadany koeficient presnosti A.

Jako vychozi bod xy zvolime hrani¢ni bod a a budeme vytvéaret posloupnost bodu
Thy1 = Tp + xSy, v nichZ budeme zjistovat funkéni hodnotu. Rozdélenim intervalu (a, b)
pomoci N bodu ziskdme N + 1 podintervalu. Jelikoz se volba xp,; odehrava na piimce,
tedy v jednorozmérném prostoru, smér kroku bude vzdy s = 1, vyjadiujici postup z bodu
a do bodu b. Pokud bychom se rozhodli postupovat naopak, byl by smér s, = —1. Délku
jednoho kroku lze vyjadrit
_b—a
SN+ 1
Pro objasnéni optimalniho zvoleni po¢tu bodu N musime zjistit vice o metodé samotné. Jak
muzeme vidét na obrazku nize, pii nalezeni minimalni funkéni hodnoty v bodech vytvorené
posloupnosti nemuzeme jednoznacné urcit jediny interval (xy, zx41) jako interval obsahujici
bod minima ucelové funkce.

._____________O
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KAPITOLA 2. METODY JEDNOROZMERNE OPTIMALIZACE
2.1. KOMPARATIVNI METODY

Tato nejednoznacnost plyne z toho, ze nevime, zda se bod opravdového minima nachézi
blize k bodu a nebo k bodu b od bodu s minimalni zjisténou funkéni hodnotou. Proto za
konecny interval lokalizace minima zvolime takovy interval (zy_1,zx41), pro ktery plati

floe) < flona),  flo) < f(zrn),

tj. x je takovy bod, Ze

f(zg) =min{f(z;),7=1,...,N}.

Tento interval je nejmensim podintervalem puvodniho intervalu, ve kterém se bude bod
minima s jistotou nachéazet. Jelikoz xy; je sttedem konecného intervalu lokalizace minima
a vzdalenost bodu minima od stfedu tohoto intervalu nesmi byt vétsi nez presnost A je
vidét, ze maximalni velikost intervalu (xy, xgi2) musi byt 2A. Z toho vyplyva, ze velikost
intervalu mezi dvéma sousednimi body déleni musi byt mensi nebo rovna presnosti A, tedy

O = Tp+1 — Tk < A. (22)

Z rovnic (2.1) a (2.2) muzeme odvodit omezeni pro pocet bodu N délicich interval (a, b)

b—a

<A
N+1— 7"
b—a<A(N+1),
b—
T _1<nN. (2.3)

V posledni rovnici nastava rovnost v pripadé, ze délka intervalu (a, b) je délitelna koeficien-

tem udavajicim pozadovanou presnost. Pokud neni tato podminka splnéna, tak optimalni
N je nejblizsi celé ¢islo vyssi nez bZTa — 1, jelikoz bude vyhovovat pozadavku presnosti a

bude nejmensi mozné. Tato podminka lze zapsat jako

b—a_1§N<b—a

(2.4)

Nyni mame veskeré teoretické znalosti potfebné k vypoctu pomoci rovnomérného déleni
intervalu.

Piiklad 1. Na intervale (0, 15) najdéte bod minima funkce f(x) s pozadovanou pfesnosti
A = 2 pomoci metody rovnomérného déleni intervalu. Vite, ze f (0) =7 a f (15) = 7, 84.

Reseni. Nejdifve zjistime pocet bodi rozdélujicich interval (0, 15).

b—a 15-0
—1l=—=1=6,5<N.
A 2 T

11



KAPITOLA 2. METODY JEDNOROZMERNE OPTIMALIZACE
2.1. KOMPARATIVNI METODY

Jelikoz délka puvodniho intervalu neni délitelnd koeficientem ptesnosti musime doplnit
druhou nerovnici. .
—a
N < =17,5.
A

Z téchto dvou nerovnic ziskdvame N = 7. Nyni vime, Ze interval bude rozdélen pomoci
sedmi bodu na osm podintervalu. Délka jednoho podintervalu bude

_b—a 15-0
CON+1 7T+1

Qs = 1,875.

Pii znalosti délky podintervalu muzeme rozdélit interval (0, 15) a zjistit funkéni hodnoty
v jednotlivych bodech. Predpokladejme, ze jsme néjakym zpusobem, naptiklad méfenim,
nalezli funkéni hodnoty tak, jak jsou usporadany v nasledujici tabulce.

k a 1 2 3 4 5 6 7 b
Tk, 0 1,875 | 3,75 | 5,625 | 7,5 | 9,375 | 11,25 | 13,125 | 15
f(xy) || 7,000 | 5,175 | 3,902 | 3,180 | 3,01 | 3,390 | 4,322 | 5,805 | 7,84

Bod minima je x4 = 7,5 s funkéni hodnotou f (z4) = 3,01. Interval lokalizace minima
bude v tomto piipadé (xs, zs5), tedy (5,625;9,375).

Nyni predpokladejme, ze hodnoty v tabulce jsou funkéni hodnoty hledané funkce. Pak
muzeme porovnat nalezené minimum s minimem skuteé¢nym. Ucelova funkce ma rovnici

f(z)=(2-0,282)*+ 3.

Skuteény bod minima je v bodé 7,1428 s funkéni hodnotou f (7,1428) = 3. Skute¢ny bod
minima jsme minuli o 0,357. Ve funkéni hodnoté je nase nepresnost rovna 0,01.

12



KAPITOLA 2. METODY JEDNOROZMERNE OPTIMALIZACE
2.1. KOMPARATIVNI METODY

f(l’ﬁ)

f(x2)

AN

4 lzs 'Tg 127 b
9.375 11.25 13.125 15

a 2y |29 )
0 1.875 3.75 5.625

7.

min

2.1.2 Fibonacciho metoda

Méjme opét spojitou unimodalni icelovou funkei f (x) definovanou na intervalu (a, b). Déle
popsana metoda je zalozena na Fibonacciho posloupnosti

{FH}ZO:O = {17 17 27 37 57 87 137 217 34: 557 }
Posloupnost lze téz zapsat rekurentnim vzorcem s pocateéni podminkou
Fn+2:Fn+1+Fna Fo=F =1

pron=0,1,2, ...

Prvotnim, u této metody velice dulezitym krokem bude zvoleni poctu kroku metody.
Jelikoz vsak doposud nemame dostatek znalosti o funkénosti metody odlozime tuto volbu
na pozdéji. Zatim jen oznac¢ime N pozici v Fibonacciho posloupnosti, kterou bychom zvolili
pomoci pozadované piesnosti, kde Fly je hodnota na této pozici ve Fibonacciho posloup-
nosti.

Jak jiz bylo zminéno na pocatku, vSechny metody nemaji stejny obecny postup a po-
stup Teseni Fibonacciho metody je lehce odlisny od predchozi metody - jedna se o metodu
aktivni, zatimco metoda predchazejici je metodou pasivni. Metoda stale pracuje v krocich,
avSak nyni pii kazdém kroku zmensime interval lokalizace minima a v kroku nésledujicim
pracujeme jen s timto zmensenym intervalem. Interval, ktery po uplynuti zvoleného poctu
kroku zustane, je hledanym intervalem lokalizace minima.

13



KAPITOLA 2. METODY JEDNOROZMERNE OPTIMALIZACE
2.1. KOMPARATIVNI METODY

Oznacme ag = a, by = b. Nyni vyraz
|bo — a

oznacuje velikost intervalu (a, b).

Postupné budeme tvorit posloupnost realnych cisel

Fa
)\i = N Z’bg—a0|, (25)

kde A\g oznacuje cely interval (a,b) a nésledujici A\; oznacuji postupné se zmensujici podin-
tervaly. Na zacatku vypoctu vypocteme Ay a Ay a polozime

Yo = Qo + )\2, 20 = Qg + /\1. (26)

Nyni nastava ¢ast metody vyuzivajici moznosti zjistit funkéni hodnotu v danych bodech.
Zjistime funkéni hodnotu v bodech yg a zg a tyto funkéni hodnoty porovname. Mohou na-
stat tii nasledujici situace. V kazdé z nich se provede pfeznaceni nékterych z jiz nalezenych
bodu a doplnéni chybéjictho ¢tvrtého bodu s tim, zZe se interval lokalizace minima zmensi
0 Ay =1— )\ (obecné o A\py1, kde k oznacuje ¢islo kroku, pricemz prvni krok ma ¢islo 1).

Nésledujici moznosti budou zapsany pro obecny k-ty krok.

Moznost a) f (ye—1) < f(zk_1)
Provedeme pfeznaceni

ag = ag-1, br=z2k-1, 2k =Yr-1.
Jelikoz ndm v tomto ptipadé vypadl bod y, doplnime ho s pomoci Agio

Yk = G + Apr2.

Moznost b) [ (yx—1) > f(zk_1)
Provedeme preznaceni

ag = Yp-1, O =br-1, Yr = 2p-1.
Jelikoz ndm v tomto piipadé vypadl bod z doplnime ho s pomoci Agio

2k = by — Aigo.

Moznost ¢) f (yx—1) = f (2k-1)
V tomto piipadé nezalezi na tom, jaky bod zvolime. Mtzeme se libovolné rozhodnout mezi
postupem a) nebo b).

Timto postupem jsme interval lokalizace minima zmensili v k-tém kroku o \xy; a méame
pripraveny vsechny body ayg, by, yx, 21 pro dalsi krok.
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Na pocatku kroku k = N — 1 se vypocet dostane do situace, kdy

Yk—1 = Zk-1-
Pro kone¢né zmenseni intervalu lokalizace minima vsak potiebujeme tyto body rozdilné,
proto misto vypocteného zp_1 vyuzijeme
Zho1 = Y1+ €
kde € € R je dostatecné malé a provede se krok N — 1, v tomto piipadé jiz bez zjistovani
polohy novych yy, 2.

Nyni uz zndme metodu dostateéné k tomu, abychom v zavislosti na pfedem zadané
presnosti A mohli adekvatné zvolit N.

Véta 2.1. Necht N € N je libovolné. Po uplynuti N — 1 kroki Fibonacciho metody zistane
interval lokalizace minima o velikosti

_ 1
Ay = ]]\;NN]bg—ao| = F—Nybo—a0|. (2.7)

Z tohoto vyplyva, Ze parametr N musi byt zvolen tak, aby

1
F—|bo — aol
N <A, (2.8)
2
kde A uddvd poZadovanou presnost vypoctu.

Diikaz. Délka vysledného intervalu lokalizace minima lze zapsat jako
AN =X — Ay — A3 — ... — An.
Tuto rovnici muzeme s pouzitim vzorce (2.5) rozepsat do tvaru

F F
—O|bo —a| = F—§|bo — aop| —

Fn

Fy_ E
N 3]60—a0|—...——0|b0—a0].

Fn

Fn_s

|bo — ao| —

Jelikoz vsak maji vSechny zlomky stejny jmenovatel a vSechny zavisi na stejné délce
puvodniho intervalu muzeme ekvivalentné dokéazat rovnici

FO:FN—(FN,Q—FFN,g—i—...—i—FO). (29)

Protoze soucet dvou po sobé jdoucich ¢isel Fibonacciho posloupnosti dava ¢islo nasledujict
musi platit
Fy =Fn_1+ Fn_o.

1Stejné mizeme vyuzit i yp_1 = 2x_1 — €. Znaménko v této rovnici nehraje diilezitou roli. Vyznamné
je jen, aby bylo mozné porovnat funkéni hodnoty v dvou rozdilnych bodech.
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Dosazenim do rovnice (2.9) a ode¢tenim ¢lenu Fy_, ziskdme
FO = FN,1 - (FN73+FN74+ +F0)
Dale plati
Fn_1=Fn_o+ Fn_3.

Opét dosadime a ziskdvame
Fo=Fy_o—(Fnoy+Fn_s+...+ Fp).
Pti opakovani tohoto postupu dostatecné mnohokrat pro zvolené N dostaneme
Fo=F,— (F,+ F + Fy).
7 definice plati
Fy = F5+ F;,

z ¢eho vyplyva posledni rovnice
Fo = F3 — F1 — Fy,

tedy
1=1

Dokazali jsme, ze v ¢itateli nami hledaného zlomku udavajici velikost intervalu lokalizace
minima bude Fy = 1, tedy délka tohoto intervalu bude

Fy 1

—|bo — ap| = —=—|bo — ap|.

Tl = aol = =l — ol
Timto jsme dokdzali rovnici (2.7). Nerovnici (2.8) ziskdme, kdyz pozadujeme, aby bod
skutecného minima nebyl od stfedu nami zvoleného intervalu lokalizace minima vzdélen o

vice jak zadanou presnost A.
O

Piiklad 2. Na intervale (0,15) najdéte bod minima funkce f(z) pomoci Fibonacciho
metody.

Reseni. Jak jiz bylo zminéno vyse, pocet kroki Fibonacciho metody pifmo zévisi na
predem zvoleném parametru N. Abychom mohli porovnat vysledky jednotlivych metod,
zvolime N tak, aby pocet zjistovanych hodnot (napf. méfenim) byl stejny jako u metod
ostatnich. Pro nas ptiklad tedy N = 6, Fy = 13.

Pro zacatek metody vime, ze ag = 0,by = 15. Prvni dva body déleni ziskdme dosazenim
do vzorce

Fn_o Fy 5
by — = —|by — = —.15=2>5,769
Fy |bo — ag| F6’ 0 — ao 13 )

Yo = ap + Ay =
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2.1. KOMPARATIVNI METODY

Fy_q 5 8
bp —ag| = —=1|bop —ap| = = - 15=9,230
oy — aol = F 1 — ol =

20 = Qg + )\1 =
Porovnanim funkénich hodnot ziskdme
f(yo) = f(5,769) = 3,147 < f(z0) = f(9,230) = 3, 341.

Nastavd moznost a) v naSem rozdéleni. Pomoci pieznaceni omezime interval lokalizace
minima na interval (0;9,230).

ay = ag = 0, b1 =20 = 97 2307 21 = Yo = 5, 769.

Nasledujici y; vypocteme ze vzorce

Fyn_ F. 3
y1:a1+/\3: N3|b0—a0|:—3|bo—a0|:1—3-15:3,461.
6

Fy F,
Porovnanim funkénich hodnot ziskame
fy1) = f(3,461) = 4,062 > f(z1) = f(5,769) = 3, 147.

Nastdva moznost b) v nasem rozdéleni. Pomoci pfeznaceni omezime interval lokalizace
minima na interval (3,461;9,230).

ag = Y1 = 3, 461, bQ = bl = 9, 230, Yo = 21 = 5, 769.

Nésledujici zo vypocCteme ze vzorce

Fy_ 2
N by — ag| = by — —|by — ao| = 9,230 — — - 15 = 6, 922.
N 13

22:b2—>\4:b2—

Krok 3:

Porovnani funkénich hodnot:

f(y2) = f(5,769) = 3,147 > f(z2) = f(6,922) = 3,003.
Ziskani novych hrani¢nich a délicich bodu:

az = Yo = 5, 769, b3 = bz = 9, 230, Ys = 22 = 6, 922,

Fy_ F 1
}VN%Q — ag| = by — F;\bo ~ ao| = 9,230 — - 15 = 8,076.

Zgzbg—)\g,:bg—

Krok 4:

Porovnani funkénich hodnot:
flys) = f(6,922) = 3,003 < f(z3) = f(8,076) = 3,068,

Ziskani novych hrani¢nich a délicich bodu:
ay = a3 = 5, 769, b4 = Z3 = 8, 076, 24 = Y3 = 6, 922,

Fn_g F 1
N 6|b0—(10| :a4+F0|b0—a0|=5,769+1—315:6,922
6

Yo =ag+ g = ag +
N
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Nyni nas ptiklad dospél do stavu, kdy y, = z4. Muzeme si zvolit, zda zvysime hodnotu
z4 (laicky feceno posuneme bod z4 doprava od bodu y,), nebo snizime hodnotu y, (laicky
feceno posuneme bod y4 doleva od bodu z4). My zde zvolime pfeznaceni zy = y4 + . V
nasem konkrétnim piikladé bude adekvatni z4 = 6, 953.

ys = f(6,922) = 3,0037 > z, = f(6,953) = 3,0028.
Poslednim pfeznacenim ziskame konecné ohraniceni intervalu lokalizace minima.
as = Yyq = 6, 922, b5 = b4 = 8, 076.

Pokud si jako odhad minima hledané funkce zvolime stied takto ziskaného intervalu loka-
lizace minima ziskdme hodnotu x,,;, = 7,5 s funkéni hodnotou f () = 3,01.

0 3.461 2.769 6.922 i8.076 9.230 15
7.5

Jelikoz jsme pouzili tuto metodu na stejnou funkci jako v predeslém piipadé i zde je mini-
mum v bodé 7,1428 s funkéni hodnotou f (7, 1428) = 3. Skute¢ny bod minima jsme minuli
0 0,357. Ve funkéni hodnoté je nase neptesnost rovna 0,01.

Vyuzili jsme stejné, jako u predchoziho piipadu, zjisténi sedmi funkénich hodnot (pro
prehlednost je z grafu vynechdna hodnota 6,953). Mezi zjistované hodnoty poc¢itdme i hod-
notu findlntho odhadu minima. Pokud bychom nevyzadovali znalost tohoto odhadu, je
mozné pocitat piiklad pro hodnotou parametru N = 7 pro vyssi vyslednou presnost. Bod,
ve kterém odhadujeme minimum je sice stejny jako v pripadé metody ptredeslé, ale interval
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2.1. KOMPARATIVNI METODY

lokalizace minima je rozdilny. Zatimco Fibonacciho metoda skonéila s vyslednym interva-
lem (6,922;8,076) tak interval ziskany metodou rovnomérného déleni byl (5,625;9, 375),
tedy vice jak tiikrat vétsi. Fibonacciho metoda nam tedy dava daleko spolehlivéjsi odhad
umisténi bodu minima.

2.1.3 Metoda zlatého rezu

Metoda zlatého fezu se nazyva podle poméru, ve kterém déli interval lokalizace minima.
Pti rozdéleni tsecky v poméru zlatého tezu je pomér délky celé usecky k délce delsi ¢asti
stejny jako pomér délky delsi ¢ast k délce ¢asti mensi.

|b— al B |z — al

= 2.1
|z — al |b — z| (2.10)

Metoda zlatého tezu se od Fibonacciho metody lisi jen umisténim bodu déleni. Postup
porovnavani funkénich hodnot a zkracovani intervalu funguje naprosto stejné.

Umisténi prvniho bodu zp v intervalu bude zg = 7|by — ag|, kde 7 ziskdme z (2.10) aplikaci
na usecku o délce 1 néasledujicim zpusobem

T 1—7
Upravou dostaneme kvadratickou rovnici
2 —
T"+7-1=0,

ktera ma kladné reseni
V-1
2
Druhé (zédporné) feseni zde neni zapséno, jelikoz délici bod nendlezi do uvazovaného inter-
valu.

£ =

=0, 6L.

Nyni mame prvni bod déleni. Druhy ziskame zobrazenim prvniho bodu pomoci stredové
soumérnosti podle stfedu intervalu [a, b]. Dale postupujeme jako pii Fibonacciho metodé.
Pti zkraceni intervalu najdeme chybéjici bod déleni opét pomoci stfedové soumérnosti
podle stredu intervalu, tedy obecné zapsané rovnice pro vypocet bodu déleni po k-tém
kroku jsou

yk:(l—f')|bk—ak| zk:ﬂbk—ak\

Metoda zlatého tezu ma oproti Fibonacciho metodé tu vyhodu, Ze neni vazana na predem
zvolené N a muzeme provést tolik priblizeni, kolik chceme, piipadné kolik je potifeba k
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dosazeni potfebné presnosti. Existuje zde vsak i nevyhoda a tou je, ze pii stejném poctu
kroku je vysledny interval lokalizace minima del$i nez pti pouziti metody Fibonacciho.

Tuto skutecnost 1ze dokazat nasledujicim zptusobem.

Délka intervalu lokalizace minima |by — ay| se pfi kazdém kroku metodou zlatého fezu
zmensi na 7|by — a|. Z tohoto lze odvodit, Ze po k krocich bude interval lokalizace minima

by, — ax| = 7¥|by — ay. (2.11)

Tuto délku intervalu po k-tém kroku muzeme porovnat s rovnici (2.7), kterd udava délku
intervalu lokalizace minima po k-tém kroku Fibonacciho metodou. Pomér téchto dvou délek
bude

~k b _
7'1| 0 — G| — R E . (2.12)
by —
Fk+1| 0= o

Tyto poméry jsou i pro relativné mala k stabilni, pohybujici se okolo 1, 17. Tedy interval lo-
kalizace minima vypocitany metodou zlatého fezu bude o 17% delsi nez interval vypocitany
pomoci Fibonacciho metody, a to pfi stejném poctu kroku.

Piiklad 3. Na intervale (0, 15) najdéte bod minima funkce f(z) pomoci metody zlatého
fezu. Z duvodu lepsiho srovnani je nase ucelova funkce stejnd jako u predeslych metod.

Reseni. Ze zadéni vime, ze ag = 0,by = 15. Prvni body délen{ vypocitame

yo =(1 — 7)|by — ao| = 0,39 - 15 = 5, 85,
20 :%’bo — a0| = 0,61 -15 = 9, 15.

Porovnanim funkénich hodnot ziskame
flyo) = f(5,85) =3,131 < f(z0) = f(9,15) = 3, 316.
Pteznaceni se provede stejné jako u Fibonacciho metody
a1 =a9=0, by=20=9,15, 2z =y, =>5,85.

Musime dopocitat polohu bodu v, a to zobrazenim bodu z; pomoci stredové soumérnosti
podle stfedu intervalu (ay, by).

y1 =0 —21=9,15—5,85 = 3,3.
Opét mame vSechny hrani¢éni i délici body potfebné pro dalsi krok
flyr) = f(3,3) =4,157 > f(z1) = f(5,85) = 3,131.
Provedeme pteznaceni

a2:y1:3,3, 62261:9,15, ’y2221:5,85.

20



KAPITOLA 2. METODY JEDNOROZMERNE OPTIMALIZACE
2.1. KOMPARATIVNI METODY

Dopocitame polohu bodu 2
29 :bg - (yg—a2> :9,15— (5,85—3,3) :6,6
Krok 3:

Porovnani funkénich hodnot

f(y2) = f(5,85) = 3,131 > f(z) = f(6,6) = 3,023.
Ziskéni novych hrani¢nich a délicich bodu

az =1yz =5,85, by=0by=9,15, y3=2=6,6,
23 =>bg— (y3 —az) = 9,15 — (6,6 — 5,85) = 8, 4.

Krok 4:

Porovnani funkénich hodnot

F(ys) = £(6,6) = 3,023 < f(z5) = £(8,4) = 3,124
Ziskéni novych hrani¢nich a délicich bodu
a4:a3:5,85, b4223:8,4, y4:y3:6,6,
Z4 = b4 - <Z4 - 0,4) = 8,4— (6,6— 5,85) = 7,65

Krok 5:

Porovnani funkénich hodnot

f(ys) = f(6,6) = 3,023 > f(z4) = f(7,65) = 3,020.
Ziskani novych hrani¢nich bodu

a5:y4:6,6, b5:b4:8,4.

0 3.3 5.85 6.6

7.658.4 9.15 15
3

21



KAPITOLA 2. METODY JEDNOROZMERNE OPTIMALIZACE
2.2. GRADIENTNI METODY

Za odhad minima muzeme povazovat stted vysledného intervalu (6, 6; 8, 4), tedy X, =
7,5, f(Zmin) = 3,01. Odhadované umisténi minima je opét stejné jako u predeslych metod.

Muzeme porovnat vyse dokazovanou rozdilnost ve velikosti intervalu lokalizace minima
u Fibonacciho metody a metody zlatého fezu. U Fibonacciho metody byl konecny in-
terval lokalizace minima (a5, bs) = (6,922;8,076), velikost intervalu | (6,922;8,076) | =
1,154. Konecny interval lokalizace minima pii pouziti metody zlatého fezu byl (as, bs) =
(6, 6;8,4), velikost intervalu | (6, 6;8,4) | = 1, 8. Jak vidime, tak interval lokalizace minima,
ktery jsme dostali pii pouziti Fibonacciho metody pii stejném poétu zjistovanych hodnot,
je znacné mensi v porovnani s intervalem ziskanym pii pouziti metody zlatého fezu. Presto
je interval ziskany metodou rovnomérného déleni vice jak dvakrat vétsi nez interval ziskany
metodou zlatého fezu. Metoda zlatého fezu ma vsak i svoji vyhodu, a to, ze v ni muze byt
pokracovano bez jakéhokoliv omezeni jako je volba parametru N u Fibonacciho metody.
Podivejme se, jak by hleddni minima dopadlo, pokud bychom mohli zjistit o jednu funkéni
hodnotu vice.

Nejdtive musime ziskat délici body y5 a 25
25 =24 ="7,65, ys="bs— (25 —a5)=8,4—(7,66—6,6)=7,35
Porovnanim funkénich hodnot délicich bodu ziskame
flys) = f(7,35) = 3,003 < f(z5) = f(7,65) = 3,020.
Provedeme preznaceni pro nalezeni hranic¢nich bodu
ag =as = 6,6, bg= z5 =7,65.

Nyni je odhad bodu minima @, = 7,125, f(2mn) = 3. Dalsi krok nds zna¢né priblizil ke
skutecnému minimu z* = 7, 1428.

2.2 Gradientni metody

V nasledujici metodé budeme kromé funkéni hodnoty ucelové funkce potiebovat i jeji
derivace. Musime tedy po funkci pozadovat diferencovatelnost na intervalu (a, b) a znalost
jejich derivaci.

2.2.1 Metoda tecen (Newtonova metoda)

Jak jiz nazev napovida, budeme k vyreSseni piikladu touto metodou potiebovat tecny
ucelové funkce, tedy prvni derivaci. V této metodé vsSak vyzadujeme znalost i druhé de-
rivace a pomuze znalost i derivace treti. I zde neni predem urcovan pocet kroku metody,
ukonceni iteracniho postupu je zaruc¢eno sledovanim vzdélenosti po sobé jdoucich bodu, ve
kterych se sestrojuji tecny.
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Metoda stavi na faktu, ze minimalizace

f(z) — min
lze ekvivalentné zapsat

f'(z) — 0.

Pokud bychom uvazovali stédle jen funkci unimodalni, tak by tento predpoklad nemusel pla-
tit. Avsak jak si ukazeme v nasledujicim vykladu, pro korektni funkénost metody budeme
vyzadovat funkci ryze konvexni, kdy je tento predpoklad vzdy splnén.

Metoda vyuziva funkci prvni derivace tucelové funkce a v kazdé iteraci k jejimu grafu
v bodé z; vytvori teénu. Pruseéik této teény s osou x bude bod nésledujici iterace. Pro
ziskani bodu xy; se pouzije vzorec

f'(xx)

(2.13)

Tpt1 = T — f”( )

Tk

Y

]
5
=)

=

El

=

Eal

Jr

=

=

Eal

_l’_

\

Y

Tento vzorec odvodime z rovnice teény k funkci derivace ucelové funkce v bodé xy. Pro
lepsi nazornost provedeme substituci g(z) = f’(z). Potom tecna bude mit vyjadient

g(zr) + g'(zr) (2 — w)
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Bodem dalsi iterace xxy; bude bod na této piimce, kde je funkéni hodnota rovna nule,
tedy

9(wr) + g'(wx) (Trp1 — 2x) =0

gz
g/((x]i) = —Tpy1 + T
o g(zy)
Tk+1 = Tk g,(xk)
Po vraceni substituce ziskavame

T = T f,(xk)

| = —

" f" ()

Na zacatku pocitani zvolime parametr A > 0, ktery bude urcovat presnost, s jakou se
chceme piiblizit k minimu. Jakmile dojdeme k bodu 1 takovému, ze plati |z, 1 — 25| <
A, ukonéime vypocet a bod ;1 budeme povazovat za bod minima.

Aby posloupnost bodu {z}} konvergovala k bodu minima ¢elové funkce z* = arg min f(x),
musi platit:

a) f'(a)f'(b) <O,

tedy funkce musi byt v bodé a klesajici a v bodé b rostouci. (Ptipad, ze by funkce byla v
bodé a rostouci a v bodé b klesajici sice splni podminku, ale nemusi byt uvazovan, jelikoz v
takovém pripadé neni potieba pouzivat jakoukoliv vypocetni metodu pro hledani minima.
Minimum bude v jednom z hrani¢nich bodu. Metoda vSak stejné dobfe muze slouzit k
hledédni maxima)

b) sign f’(x) =k,
z€(a,b)
kde k je konstantni, takové ze k # 0. Z tohoto duvodu muzeme pouzit tuto metodu pouze na

funkce ryze konvexni. Nase puvodni omezeni na funkce unimodélni nyni nebude dostatecné.

c) sign f"(z) =1,
z€{a,b)
kde [ je konstantni, takové ze [ # 0.

Pro vhodné zvoleni poc¢atecniho bodu posloupnosti {z } vyuzijeme tieti derivace tucelové
funkce. Pro tento prvni bod by mélo platit:

f(@) " (1) >0,

jelikoz v piipadé, zZe je pocateéni bod posloupnosti {z;} zvolen $patné, je mozné, ze dalsi
aproximace bude lezet mimo interval (a, b).
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Priklad 4. Najdéte minimum tcelové funkce pomoci metody tecen. Znate rekurzivni vztah
pro vypocet nového bodu posloupnosti

Tht1 = Tk — 7y — Tk —

() 3 T
o . (2.14)

Jako vychozi bod byl zvolen zy = 1, parametr udavajici presnost vypoctu je A =0, 1.
Reseni. Podle (2.14) vypocitdame dalsf bod posloupnosti

1-3 1
, 1-3 1
fla "5 1 _45 45
f//(x()) 1
1

r1 = Ty —

O] (ot

Novy bod posloupnosti nesplnuje pozadavek na presnost vypoctu, a proto pokrac¢ujeme

2,16 — 3
/ - e
S G2 NPT S 2,16 _ 3 68,
f”(.l’1> + 1
5 9216
3.688—-3 1
, _
by L ®2) _3es 5 3,088 _ 4 176,
f//(x2) 1 + 1
5 3,6882
4,176 — 3 1
/ _
R i G NPT . L1764 102,
f”(ffi%) 1 + 1
5  4,1762
Vzdalenost mezi dvéma poslednimi body posloupnosti je |zy — x3] = |4,192 — 4,176| =

0,016 < A. Za hledany bod minima povazujeme x4, = 4, 192.

Nase ucelova funkce byla

(z—3)°
€T) =

jejiz skuteéné minimum se nachézi v bodé x* = 4,192, ktery jsme pri presnosti na tfi

desetinna mista odhadli naprosto presné.

— In(22),
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S
f(x)
:
|
|
|
|
! ! L ! N
1 2,16 3,687 4,176 x
4,192
A
fl(x) 1 2,16 3,687 / \
! [ 4,172 x
i 4,192
|

2.3 Interpolacni metody

Metody interpolace, na rozdil od predchazejicich metod, nehledaji mensi interval lokali-
zace minima pifmo pomoci ucelové funkce, ale snazi se co nejlépe nahradit tcelovou funkci
vhodné zvolenou funkci tak, aby podle prubéhu této nahrazujici funkce mohla metoda
odhadovat minimum funkce tcelové a podle toho zmensovat interval lokalizace. Opét ne-
musime znat vyjadreni ucelové funkce, ani jejich derivaci na celém intervalu, kde hledame
extrém. Jediné, co budeme potiebovat, jsou funkéni hodnoty ve zvolenych bodech.

2.3.1 Metoda kvadratické interpolace

Metoda kvadratické interpolace vyuziva aproximaci ucelové funkce f(z) pomoci kvadra-
tické funkce F'(z). Tato kvadratickd funkce bude mit vyjadieni

Fz)=A(x—¢)’+ Bz —c)+C, (2.15)

kde A, B a C jsou neznamé parametry, které musime vypocitat, abychom mohli zjistit
minimum aproximace nasi ucelové funkce, zatimco ¢ je bod.

Tato metoda opét, jako doposud vSechny metody, kromé metody tecen, lze pouzit na
unimodalni uc¢elovou funkci. Pro vétsi prehlednost vypoctu vynechdame indexaci proménnych
podle kroku metody.
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Véta 2.2. Méjme zadanou ticelovou funkci f(z) a zjisténou jeji kvadratickou aproximaci
F (z). Potom minimum kvadratické interpolace se bude nachdzet v bodé d, ktery lze vyjadrit

B
d=c— 2.1
‘7oA (2.16)

Dukaz. Bod minima kvadratické aproximace nalezneme pomoci polozeni prvni derivace
podle z rovno nule a nasledném vyjadieni z
2A(x —c¢)+ B =0,
2A(x — ¢) = —B,

B
Toe=-—o,
B
r=c——.
2A
Tento bod oznacime jako bod d. [

Pro vyreseni tlohy budeme potifebovat ur¢it trojici neznamych parametru A, B,C.
Abychom je urcili potfebujeme 3 funkéni hodnoty tcelové funkce, zde tedy v metodé na-
stane chvile, kdy musime zvolit 3 body a v téchto bodech zjistit funkéni hodnoty. Tyto
funkéni hodnoty ucelové funkce prohlasime zaroven za funkcéni hodnoty kvadratické apro-
ximace. Tedy

fla)=F(a),  f)=F@), [(e)=F(c),

pricemz a < ¢ < b. Zaroven ze vztahu (2.15) musi platit, ze

tedy zname jeden z neznamych parametru a zbylé dva muzeme snadno dopocitat.

Véta 2.3. Necht mdme tcelovou funkci f (), jeji kvadratickou aprozimaci F (x), zvolené
body a,b, c a zjisténé jejich funkéni hodnoty. Nyni mizZeme ziskat analytické vyjadreni bodu
d, tedy minima kvadratické interpolace

(F(@) = F(E)b =)~ (F(b) ~ Fe))(a—)* o)
(f(a) = f(e))(b =) = (f(b) = f(c))(a = ¢)
Diikaz. Necht jiz mame zvolené body a, b, ¢ a zname jejich funkéni hodnoty. Potom dosa-

zenim hodnoty a za x do rovnice (2.15) a nahrazenim parametru C' funkéni hodnotou f(c)
ziskame

d=c+

fla) = Ala—¢)* + B(a —¢) + f(c)
fla) =~ £l = A(a —¢) + B.

a—=c¢
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Analogicky i dosazenim b ziskdme
f(b) = fle)
b—rc

Nyni vyjadiime A a B a vyfesime soustavu dvou rovnic s dvéma neznamymi.

= A(b—c¢)+ B.

NGRS CR:

(a — c)? a—c’
b 010y,

Dosazenim druhé rovnice do prvni ziskavame

O R (= L)

(a —c)? a—c b—c
g A=) _ fla) = fle)  f(b) — fle)
a—c (a —c)? (b—c)(a—c)
Ala—0b)  fla)—flc)  f(b)—f(o)
a—c (a —c)? (b—c)(a—c)
PR (O COR RV )

g f@—flo  fb)~flo)
(a—c)la—b) (b—c)a—10)
Stejnym zpusobem ziskame vyjadieni B

g SO —flO)la—c) (fla) = f(c)(b-¢)
(b—c)(a—Db) (a—c)a—0b)

Obé vyjadieni dosadime do rovnice (2.16)

1 ((f(b) —f)a=c)  (fla) —f(C))(b—0)>

d—c—l a—>b b—c a—c
T2 1 (f(a)—f(c) _f(b)—f(C))
a—>b a—c b—c

Zlomek rozsitime (a — b)(b — ¢)(a — ¢)

! <(f(b) — f(©)a— )~ (fla) = F(e)(~ c>2>
(Fla) — F(eN— ) — (FB) ~ feNla—c) )

2

Pro lepsi prehlednost vyuzijeme znaménko pred zlomkem

g oy LULa) = f())(b =) = (F(b) — f(c))(a —c)*

2 (f(a) = f(e)(b—c) = (f(b) = fc))(a—c)
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Nyni mame 3 zvolené body a, b, ¢ a jeden bod vypocitany d. Muzeme tedy pristoupit
k zuzovani intervalu lokalizace minima. Pfi tomto postupu bude priméarné zalezet na po-
zici bodu d vuéi bodu ¢, proto si moznosti rozdélime na dveé situace, které vyjadiime pro
obecny k-ty krok.

dk < ¢ - dk > Ck -

flde) < fler) = app1 = flde) < fler) = arp1=ck
Ckt1 = dk Ck+1 = dk
bri1 = C bry1 = by,

flde) > fler) = arp1=d fldp) > flew) = a1 =
Cr+1 = Ck Ck+1 = Ck
bi+1 = by, b1 = dy,

V této chvili jsme dokoncili jeden krok metody a mameé opét pripraveny body a,b, c na
krok dalsi. Ukonceni procesu metody neni zavisly na poc¢tu kroku, ale na vzdélenosti po
sobé nalezenych bodu minima kvadratické funkce.

|dk+1 — dk| < A.
Kde A je pozadovana presnost vypoctu.

Piiklad 5. Pro danou ucelovou funkci najdéte bod minima pomoci metody kvadratické
interpolace. Vite, ze f(ag) = f(0,1) = 5,45, f(by) = f(10) = 4,9, f(co) = f(2) = 1,714.
Koeficient udavajici pozadovanou presnost je A =0, 1.

Reseni. Prvni vypocet provedeme pomoci nezndmych parametru A a B. Nasledujici vypocty
jiz provedeme pomoci zjednoduseného vzorce.

4~ Jlao) = f(co) flbo) — flco) 5,45 —1,714 4,9-1,714
"~ (ao —co)(ag —bo)  (bo—co)lap —bo) (0,1 —2)(0,1—10) (10—2)(0,1 —10)
= 0,239,
B— (f (bo) — f(co))(ao — o) _ (f(ao) = f(co))(bo — co) _ (4,9-1,714)(0,1 — 2) _
(bo — ¢o)(ap — bo) (ap — co)(ao — bo) (10 — 2)(0,1 — 10)

(5,45 -1,714)(10 - 2) 1519
(0,1-2)(0,1—10) 77

Takto vypoctené hodnoty muzeme pouzit pro ziskani hledaného déliciho bodu

B —1,512
d():CO___ ( ) )

=2~ 2 _5163.
2A 20239 63

Nyni porovname funkéni hodnoty nasi ucelové funkce v bodech ¢y a dy, abychom zjistili
jakym zpusobem provést preznaceni stavajicich bodu a zuzili tak interval lokalizace minima

Fleo)=f(2)=1,714> 1,133 = f(5,163) = f (dy) .
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Jelikoz dy > ¢ a f (co) > f(dp), provedeme pieznaceni

a; =cy, ¢ =dy, by =by.

= C

Dalsi krok provedeme jiz pomoci zjednoduseného vzorce

4 =i+ 1 (f(a1) = f(e)) (b — e1)? = (f(br) — f(er))(ar — ex)? _
2 (flar) = fle))(br —c1) = (f(b1) — f(c1)(ar — 1)
5163 + 1(1, 174 — 1, 133)(10 —5,163)* — (4,9 — 1, 133)(2 —5,163) _

2 (1,174 — 1,133)(10 — 5,163) — (4,9 — 1,133)(2 — 5, 163)

=4, 344.
Nyni zkontrolujeme, zda jsme nedosahli jiz dostatecné presnosti
|dy — do| = 14,344 — 5,163] = 0,819 > 0,1 = A.
Podminka pro ukonceni vypoctu neni splnéna, proto pokracujeme v preznaceni stavajicich
bodu a nalezeni nového bodu d. Zactneme opét porovnanim funkénich hodnot v délicich

bodech
f(c1)=f(5,163) =1,133 > 1,018 = f (4,344) = f (dy) .

Jelikoz dy < ¢1 a f(¢1) > f(dy), provedeme pieznaceni

as = ag, ngdl, b2:C1.
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| 1 =5,163
| = b

ay =2 d1 :4,344 b1 =10
= Ay = Cy

Z obrazku vidime, Ze naSe aproximace se v relevantni oblasti jiz velice blizi nasi neznamé
funkci. Ziskdame novy bod d a zkontrolujeme, zda jsme nedosahli dostatecné presnosti.

dy =yt 1 (f(az) = f(e2)) (b2 — c2)* — (f(b2) — f(e2))(a2 — c2)* _
2 (f(az) = f(ea))(ba — c2) — (f(b2) — f(ea)(az — c2)
4,344 + 1(1, 174 — 1, 018)(5, 163 — 4, 344) — (1, 133 —1, 018)(2 — 4, 344) _

2 (1,174 —1,018)(10 — 5,163) — (4,9 — 1,133)(2 — 5, 163)

= 4, 246.

|dy — dy| = |4,246 — 4,344] = 0,098 < 0,1 = A.

Podminka pozadované presnosti nam tika, ze jsme jiz dostatecné presnosti dosahli a muzeme
vypocet ukoncit. Za hledany bod minima budeme povazovat bod xny, = do = 4,246 s
funkéni hodnotou f (4,246) = 1,0161. Ndmi minimalizovana funkce byla

(z—3)?

fa) =

— In(2x) + 3.

Tato funkce ma minimum v bodé z* = 4,193 s funkéni hodnotou f (4,193) = 1,0157. N&s
vypocet muzeme tedy povazovat za velice presny. Ackoliv byl piiklad pocetné narocny,
tak pocet potiebnych zjistovani funkénich hodnot nebyl nikterak velky. Pokud zapocteme
i zadané hodnoty, tak jsme potiebovali zjistit celkem Sest funkénich hodnot.
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Kapitola 3

Metody vicerozmeérné optimalizace

Metody vicerozmérné optimalizace muzeme, stejné jako metody jednorozmérné, rozdeélit
do podkategorii podle toho, kolik informaci potfebujeme k tomu, abychom je mohli pouzit.
Metody vicerozmérné optimalizace délime na

e metody komparativni,
e metody gradientni,
e metody newtonovské.

Nazvy jednotlivych kategorii vypovidaji o fungovani danych metod stejné jako pri jed-
norozmérné optimalizaci. Pti pouziti metody komparativni nebudeme potiebovat znalost
derivaci ucelové funkce, avsak obecné se budeme muset smitit s nejpomalejsi konvergenci.
Metody gradientni se vyznacuji vyssi rychlosti konvergence, ale muzeme je pouzit jen v
pripadé, ze jsme schopni ziskat hodnoty gradientu. Pti pouziti metody z posledni kategorie,
z metod newtonovskych, nam jiz nebude stacit znalost hodnot gradientu, ale k vypoctu
musime vyuzit i hodnoty Hesseho matice. Stejné jako u metod jednorozmérné optimalizace

VVVVVV

gence metody.

Postup feseni tloh vicerozmérné optimalizace je témér pro kazdou tlohu obecné stejny.
At jiz s pomoci porovnavani funkénich hodnot, nebo z hodnot gradientu, se pro danou
metodu urci nejvhodnéjsi smér pro jednorozmérnou optimalizaci a ta se nésledné provede.
Timto ziskame novy bod nachéazejici se blize minima a cely postup opakujeme. Metody
ve kterém bude provadéna jednorozmeérnd optimalizace. Druhy rozdil tkvi v odlisném
provadéni samotné jednorozmérné optimalizace, kdy se metody komparativni lisi, jelikoz
nemuzeme pouzit minimaliza¢niho postupu pomoci derivace.
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3.1 Komparativni metody

Méjme n-rozmérnou funkei y = f (x1,...,2,) = f(x), pro kterou nezndme hodnoty gradi-
entu, at jiz z divodu nemoznosti, ¢i vysoké ndkladnosti jejich pofizeni. Jedinym zdrojem
informaci pro nas bude zjistovani funkénich hodnot v ndmi zvolenych bodech.

3.1.1 Metoda Hooka a Jeevese

Zvlastnosti prvni, z nami probiranych, metod vicerozmérné optimalizace je to, ze samotné
hledéani sméru pro jednorozmeérnou optimalizaci pripomina nékolik po sobé jdoucich jed-
norozmérnych optimalizaci. Metoda vyuziva souradnicového hledéni, tedy vzdy ve sméru
jedné ze soutadnicovych os podle urcitého klice zvoli bod, pro ktery je zjisténa funkéni
hodnota, kterd je nasledné porovnana s vychozim bodem. Pokud je funkéni hodnota novée
nalezeného bodu mensi, je povazovan za dosavadni minimum pro danou osu a nadale se
postupuje z néj. Kdyz je takto nalezeno minimum ve sméru jedné soutadnicové osy, pro-
vede se hledani a porovnani podél dalsi osy a tak déle. Jakmile provedeme minimalizace
podél veskerych os, ziskdme druhy bod tvorici spoleéné s vychozim bodem pfimku, po
které se pokusime priblizit co nejvice k minimu dané tcelové funkce. Zde je tato optima-
lizace omezena na hledani dalsich bodu ve sméru od x; k x;.1, ktery jsme nasli posledni
optimalizaci podél os. Jakmile narazime na bod, ktery ma vyssi funkéni hodnotu nez bod
predesly, tak postup ukonc¢ime a budeme pokracovat z predposledniho nalezeného bodu
pomoci souradnicového hledani. Metoda za¢ina volbou prvniho opérného, vychoziho, bodu
xg € R™. Tento bod je zvolen nahodné, pripadné odhadem, ktery ndalezi mimo metodu
samotnou.

Jak jsme jiz naznacili, x; budeme znacit opérny bod po ¢ krocich, ddle oznacime X za
umisténi doposud vypoctené minimalni hodnoty ucelové funkce a jako posledni X budeme
oznacovat bod, ve kterém budeme pii kazdé optimalizaci zjisovat funkéni hodnotu.

Na zacatku metody musime zvolit dostatecné malé A > 0, které bude vyuzito pro
ukonceni iterovani pii dosazeni urcité vyzadované presnosti. Dalsi dilezitou volbou je volba
vektoru d = (dy,...,d,) € R™. Jednotlivé hodnoty d; budou urcovat délku kroku pii op-
timalizaci podél i-té osy, proto je povazovano za standardni, Ze jsou vSechny hodnoty d;
stejné.

Nyni mame vSe ptipravené na provedeni samotného kroku metodou Hooka a Jeevese.
Méjme vychozi bod xg. Pro tento bod vypoc¢itdame hodnotu tcelové funkce f(xg). Je-
likoz je x¢ nasim prvnim bodem, u kterého zname funkéni hodnoty, provedeme oznaceni
Xg = X = X, tedy plati f(x9) = f(X) = f (X). Nyni nastava faze, kdy budeme postupné
porovnavat funkéni hodnoty bod nalezenych ve sméru vsech n os. Pfi prvnim vyhledavani
provedeme

i:§+d1e1, (31)

kde e; je jednotkovy vektor s jednickou a prvni pozici, tedy e; = (1,0,... ,O)T e R™
Vypocitame funkéni hodnotu nové nalezeného bodu f (X) a porovname s dosavadnim mi-
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nimem f (X). Nyni mohou nastat dvé moznosti:

Moznost a)

V piipadé, ze f(X) < f(X) jsme se timto posunem dostali blize k minimu a provedeme
preznaceni X = X.

Moznost b)

Pokud ovsem plati f (X) > f (X), tak dany bod X zavrhneme a spocteme X = X—d;e;'. Pro
tento bod také zjistime funkéni hodnotu, porovname s dosavadnim minimem a ptipadné
preznacime. Pokud ani tento bod nevyhovuje, zustdvame na bodé stavajicim a pokracujeme
prohledavanim podél dalsi osy.

Timto jsme ukoncili prohledavani podél prvni z os a muzeme pokracovat. Vypocteme
nasledujici bod X
X = ﬁ + dgeg,
kde e, = (0, 1,0, ..., O)T € R™ a postupujeme pii porovnani funkénich hodnot stejné jako
u prvniho prohledavani.

Provérenim posledniho bodu X = X + d,.e,,, piipadné X = X — d,.e,,, je ukoncen jeden
krok hledéani minima podél os. Pokud jsme béhem tohoto kroku nezjistili zlepseni oproti
vychozimu bodu X = X(, bude minimum zfejmé tak blizko tohoto bodu, ze zvolené hod-
noty d = (dy,...,d,) jsou piilis velké. Provedeme proto d = %d a pokracujeme nadale s
polovicni délkou kroku. Postup opakujeme dokud nebude splnéno

maxd < A, (3.2)

kde A je na zacatku zvoleny skalar urcujici vyzadovanou presnost vypoctu.

Pokud je ovéem béhem daného kroku zlepseni dosazeno, tedy f (x¢) > f (X), oznacime
bod X za x; = X, takto nalezeny bod nazveme opérnym bodem. Nyni vSak nezacneme
dalsi krok hleddani minima podél os, ale provedeme posun po piimce spojujici posledni bod
minimalizujici posloupnosti s nové nalezenym opérnym bodem (v nasem piipadé mezi x
a x1). Provedeme vypocet

X = 2X1 — Xp-

Pro dany bod zkontrolujeme, zda f (X) < f (x1). Pokud tato podminka plati, tak nas krok
priblizil k minimu a provedeme preznaceni x5 = X a pokracujeme v hledani dalsiho bodu
posunem

X = 2X2 — X1.

Jakmile néktery z bodu nebude spliovat podminku f (X) < f (x;), tak tento postup za-
tavime a budeme pokracovat hledanim podél os v poslednim bodé, ktery nés priblizil
minimu.

'Pouziti znamének v opatném potadi by nijak neovlivnilo fungovani metody
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Piiklad 6. Provedte vypocet metodou Hooka a Jeevese pro funkci f: R? — R. Znéte
nasledujici informace:
Vychozi bod xy =X = (0,8; 3)T, vektor velikosti kroku d = (0,8; 0,8).

Reseni. Jako prvnf zjistime funkénf hodnotu f (x¢) = 8,34. Z pocatecniho bodu xo vy-
hleddme testovany bod ve sméru osy x

~ 1 1
§:X—|-d161:<0§8)+0,8(0):< 5))6)

Zjistime funkéni hodnotu a porovname s funkéni hodnotou v X

f@y:f<g6):5A6<834:f&y:f@@.

Jelikoz ma novy bod funkéni hodnotu nizsi nez xq, ozna¢ime ho za dosavadni umisténi
minima X = X. Nyni musime jesté provést hleddni podél druhé osy

~ 1,6 0 1,6
§:X+d262:( é )+078(1):<3’8)

Opét zjistime a porovndme funkéni hodnotu s X

ﬂ@:f(;g)=z7>a%=f&y

Zjisténa funkéni hodnota pro nové nalezeny bod X je vétsi nez u bodu X, proto je bod
nevyhovujici a musime provést druhy vypocet

cexae= (50) 0 (8) = (10).

f&%:f(;g>:4j<5A6:f&y

Pro tento vypocitany bod je funkéni hodnota nizsi nez u X, proto provedeme preznaceni
X =X.

Nyni jsme ukoncili fazi vyhledavani bodu podle souradnicovych os a ziskali jsme bod,
jehoz funkéni hodnota je mensi nez funkéni hodnota naseho posledniho opérného bodu

(ﬂ@zf(;g):&5<&M:f@@.

Provedeme tedy pteznaceni bodu X na novy opérny bod x; = X = (1,6; 2,2)T.

Nastava faze posunu po piimce spojujici dva opérné body. Podle vzorce vypocéitame

dalsi bod x
o oL _ (0.8 _ (24
X=X =Xo =20 99 3 )~ \14)
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Nasli jsme bod posunu a zkontrolujeme, zda funkéni hodnota v tomto bodé je mensi nebo
vetsi nez funkéni hodnota v x;

f(@—f(?’i)—3,22<4,5—f(x1).

Provedeme tedy ptreznaceni x, = X, vyhleddme dalsi bod porovname funkéni hodnoty

% = 9% — x = 2 2,4\ ([ L6Y _ (32
X=X Xi=20 14 2,2 )\ 0,6 )
- 3,2
rw=r( g ) =552 f )
Dosli jsme k zavéru, ze funkéni hodnota dalsiho nalezeného bodu je vyssi nez funkéni

hodnota bodu ptredchazejiciho, tudiz ukonc¢ime hledani po pfimce spojujici opérné body a
opakujeme souradnicové hleddni z bodu x5 = (2,4;1, 4)T

Dodejme, ze funkce, kterou jsme se snazili minimalizovat v tomto priklade, byla f (z,y) =
(x —3)* + (y — 2)* + 2,5 (soustfedné kruznice v obrézku vyse jsou vrstevnicemi tohoto
konvexniho paraboloidu). Z obrazku muzeme vidét, ze pii dalsim soutadnicovém hledéni
bychom se dostali do bodu (3,2; 2,2)T, tedy tak blizko minima, ze bychom pravdépodobné
vypocet ukoncili pro dosazeni potiebné presnosti.

3.2 Gradientni metody

Na rozdil od predeslé metody budeme nyni vyzadovat diferencovatelnost ucelové funkce
f: R" — R. Tedy budeme mit k dispozici gradient

Jor (%)
grad f (x) = : =f(x)=Vf(x).
Je, (%)
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3.2.1 Metoda nejrychlejsiho spadu

Pravdépodobné nejjednodussi gradientni metoda, a proto v této sekci zacneme praveé s ni.
Myslenka za touto metodou stavi na faktu, ze pokud v kazdém bodé najdeme smér, ve
kterém funkce nejrychleji klesa a posuneme se do minima nachazejiciho se v tomto sméru,
tak nas postup bude konvergovat k minimu ucelové funkce. Problém s vyuzitim této me-
tody muze nastat, pokud ma funkce vice bodu lokalniho minima. Jakmile se dostaneme
do uré¢itého okoli jednoho z minim, tak jiz touto metodou nemuzeme uniknout, nehledé na
to, zda je minimum globalni nebo ne.

Metoda nejrychlejsitho spadu bere za smér kazdého obecné k-tého kroku zdpornou hod-
notu gradientu, jakozto smér, ve kterém funkce nejrychleji klesd, tedy s, = —f’ (xx). Délku
kroku aj v této metodé zjistime az pii nalezeni néasledujiciho bodu, jelikoz tento bod je
nalezen pomoci jednorozmérné minimalizace podél takto uréeného sméru. Obecné v kroku
k + 1 ziskdme novy bod minima nasledujicim vypoctem

Xpi1 = Xp + Sk = X, — g f (Xp) = arg I§l>113 f(xe—af (xz)). (3.3)
Takto upravenou minimalizaci muzeme zapsat

min f (x; — af' (xx)) = min g (@) = @k (ax) (3.4)

a>0

Véta 3.1. Ve dvou po sobé jdoucich krocich ziskané sméry postupu S, Spr1 nalezené
pomoci metody nejrychlejsiho spadu, pro néz plati xyy1 = T, + Sk, jsou k sobé kolmé.

Diikaz. 7 (3.4) plyne, ze

Muzeme tedy tento vyraz rozepsat

[3905_0@} o - [(fo (x))" - g_z] N 2= —[s(xk — agsp)]” s (xk) = —s (xp41)" 8 (x1) =0

]

I podminka ukonceni itera¢niho procesu vyuziva hodnot gradientu

\/Stsp, =0 <e.

2Tento vyraz udavé derivaci celé funkce ndsobeny derivaci vnitini slozky. o je jednou z éésti x, a proto
funkci f derivujeme podle x. Nasledné derivujeme vnitini slozku, tedy samotné x podle a.
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Piiklad 7. Provedte jeden krok minimalizace metodou nejrychlejsiho spadu a ovéite kol-
most nasledujiciho sméru. Minimalizovanou tcelovou funkei je

Pocétecni bodem je xo = (4;1,2)".

Reseni. Jako prvni vypocitdme smér, ve kterém budeme hledat néasledujici bod minima-
. <’ s . . ’ v z . _ 2x _ Yy ~ s

lizujici posloupnosti. Derivace ucelové funkce jsou f, = 3¢ a f, = &, tedy smérovy vektor
se rovna

-0, 32
Nyni vime, ze néasledujici bod bude na poloptimce
x=(4—-0,320;1,2 —0,6a)" .
Po dosazeni ziskame

(4-0,32a)*  (1,2+0,6a)’

— — 1
vo (@) 95 1 +

Tuto rovnici upravime do tvaru
0o (@) =2 — 0,462 + 0,094,

Mame najit minimum této funkce vzhledem k «a. Funkci tedy zderivujeme a derivaci
polozime rovnu nule

©p () = 0,188 — 0,462 = 0.

Tato rovnice nam dava jediny kladny vysledek oy = 2,457. Dosazenim ziskame nasledujici
bod minimalizujici posloupnosti

[ 4-0,32a0 \ 3,214
171 1,220,600 )]~ \ —0,2714 )"
Pro smér dalsiho postupu vime

o [ —0,257
31__f (X1>_( 0’137 )
Zkontrolujeme kolmost dvou po sobé nasledujicich sméru

“Tso = 1/ 6c)” 1) = (025750130 5 ) =0
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3.2.2 Metoda nejrychlejsiho spadu pro kvadratické funkce
Véta 3.2. Pro pripad kvadratické icelové funkce

f(z) = % T Az — b, (3.5)

kde A je pozitivné definitni symetrickd matice je minimum této kvadratické funkce zdroven
resenim soustavy linedrnich rovnic Ax = b.

Diikaz. Pokud je x* feSenim soustavy linedrnich rovnic Ax = b, tak porovnanim jeho
funkéni hodnoty a funkéni hodnoty v bodé x* + h ziskame

1 1
F+h) = f(x) =5 (x"+ h)" A (x*+h)— (x*+h)" b- 5X*TAX* —xTh =

—%hTAh —h" (Ax* — D).

Jelikoz jsme predpoklddali, ze x* je TeSenim dané soustavy linedrnich rovnic, tak je vyraz
h” (Ax* —b) nulovy a vysledek je zredukovan do tvaru %hTAh. Dany vyraz je vzdy
kladny, tudiz f (x*) musi byt minimum ucelové funkce. O

Pokud je metoda pouzita pravé na kvadratickou funkci, je mozné vyuzit vypocteného
vzorce pro urceni délky posunu mezi dvéma nésledujicimi body minimalizujici posloup-
nosti. K tomuto vzorci jde dojit dvéma moznymi postupy, které se lisi zakladni myslenkou.

Postup 1)

Dle metody nejrychlejsiho spadu plati sy = —f’ (xx) = b — Axy. Déle vyuzijeme rovnice
(3.3) a (3.5)

1 1

f(xk+ asg) — f(xk) =3 (xx, + ask)T A (xp, + asg) — (xx + ask)T b — éx;‘gAxk + x;‘fb =
1

2

(OzQSZASk + as| Ax; + x;, Aas;) — as_b =

2 a2

:%sgAsk + as} (Ax, —b) = TSZAsk — as} sy
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Pokud nyni prevedeme f (x;) na pravou stranu rovnice, zderivujeme podle o a vysledek
polozime roven nule, tak ziskdme minimalizaci f (x; + asy) podle koeficientu uréujiciho
délku kroku.

of T T
— = as;, Asp — s, s = 0.
dav k k k Sk
Upravou dostaneme vzorec pro vypocet ay
T
ap = . 3.6
b sT Asy, (3.6)

Pii pouziti metody nejrychlejstho spddu na funkci tvaru (3.5) tedy muzeme definovat mi-
nimalizujici posloupnost rekurentné jako

X = X + Sk. l
k+1 k STk A Sk k

Postup 2)

V blizkém okoli |x* — x;| < € extrému x* muzeme ucelovou funkci aproximovat prvnimi
tfemi ¢leny Taylorova mnohoclenu

1

T T

F(x)=f(xk) — (x— %) sk—{—§(x—xk) H (x — xz).

Vzorec je na rozdil od vzorce predeslého mozné pouzit i na jiné nez kvadratické funkce,
avSak vzorec v takovém pripadé neni presny. Presnost vzorce pro kvadratickou tcelovou
funkci vychazi z toho, ze matice druhych derivaci H, oznacovand jako Hesseho matice, je
v tomto pripadé konstantni. Nyni vyuzijeme této aproximace a dosadime x = x5 + asy,

1
F(x) = f(x) — asisy + §a2sstk.

Kdyz tuto rovnici zderivujeme a polozime rovnu nule dostaneme minimalizaci aproximace
ucelové funkce vzhledem ke koeficientu urcujicimu délku kroku « mezi jednotlivymi body
minimalizujici posloupnosti

oF
— = as{ Hs;, — s} s, = 0.
3Je!
Upravou ziskame vzorec
sTsy,
ap = .
sTHs

Opét muzeme vyjadiit minimalizujici posloupnost rekurentnim vzorcem

T
Xk+1 = X 1 THs Sk-
k k

Jelikoz pti kvadratickou tucelovou funkci plati A = H, dostali jsme se ke stejnému vzorci
jako prvnim postupem.
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Véta 3.3. Necht je ddna ticelovd funkce f (x) = %azTAac—me, kde A je pozitivné definitni
symetrickd matice. Je-li posloupnost {x} vytvorend metodou nejrychlejsiho spddu podle

vzorce (3.7), pak je tato posloupnost minimalizugjici.

Diikaz. Provedeme dosazenim do vypoctu vzorce

2 T 2 T
o 1/ sis; Si S
f (Xpr1) — f (x0) =—Esp Asy, — agspsp = = ( . ) sy Asy, — (Sk—k) Sp Sk =

2 2 \sT As;, TAs
CL(sfs)T (sfs)T 1 (shs)”
" 2slAs,  sTAs,  2slAs,’

Pro lepsi prehlednost lze tato rovnice zapsat

1 (S{Sk)2

2 sTAsy,

[ (Xki1) = f (%)

(3.8)
Z této rovnice je jiz vidét, ze diky pozitivni definitnosti matice A bude vzdy platit f (xx11) <
f (xx), a tedy posloupnost {x;} je minimalizujici. O

Piiklad 8. Provedte jeden krok minimalizace pomoci metody nejrychlejstho spadu a
ovérte kolmost nésledujictho sméru pomoci vypocitaného vzorce. Hodnoty jsou stejné jako
v predchozim piikladu pro moznost porovnéni. Poc¢dteéni bodem je xo = (4; 1, 2)T. Ucelova
funkce je definovana matici A a vektorem b

Z 0 0
= 25 =
=(57) =)

Reseni. Derivace ucelové funkce jsou f, = g—g a f, = 5. Opét jako prvni vypocitdme

smérovy vektor, ve kterém budeme postupovat pii hledani dalstho bodu minimalizujici

posloupnosti
—0,32

Nyni jiz muzeme pouzit vzorec

Sg“so B (_0732; _0a6> ( —0,6 )
T - 2
sy Asg = 0 —0,32
(—0,32;: -0, 6) ( 25 ) ( >
0 1 —0,6
[ 4-0,3200 \ [ 3,214
171 1,220,600 )]~ \ —0,2714 )"

Jelikoz nam vyslo timto postupem «q stejné jako, kdy jsme pocitali dany priklad bez pouziti
vzorce, tak jiz vime, zZe novy smér je kolmy k sméru sg.

g =
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Pro porovnani rychlosti konvergence s dalsim piikladem priklddame hodnoty dalsich iteraci
_( 0,5996 ~( 0,0601 _( 10,0090 (3.9)
%=\ —0,0512 )0 *07 \ o,0180 )0 T\ —0,0008 )° '

Od skuteéného bodu minima x* = (0,0)” se jiz patnacté iterace vzdaluje jen minimalné.
Konvergenci tedy muzeme povazovat za relativné rychlou.

Metoda se potyka s nékolika problémy s konvergenci. Prvni z téchto problému je, ze
pokud bude minimalizovand funkce dostatecné protahla ve sméru jedné z os (pro n = 2 by
vrstevnice takovéto funkce vypadaly jako protazené elipsy), tak posun ve sméru gradientu
nas posune k minimu jen malo a konvergence tak bude znacné pomala. Abychom si mohli
tuto vlastnost dokazat, musime nejdiive dokazat jednu pomocnou vétu.

Véta 3.4. Necht A je symetrickd pozitivné definitni matice o rozmérech n x n. Oznacéme
A1 a N\, jeji negmensi a nejuétsi vlastni hodnotu . Pak pro kaZdé x € R™ plati

2
|)|* = (me)2 <z'Az- ' Az < i £ An)° (mT.'B)Q.
AN\,

Diikaz. Jelikoz matici A je mozné vyjadiit ve tvaru A = R'diag{\y,...,\,} R, kde
R™! = R", miizeme bez tjmy na obecnosti predpokladat, ze A = diag {1, ..., A}, tedy

diagondlni matici. Potom také A~ = diag {)\1_1, ce )\;1}. Prox = (z4,... ,$n)T oznacime
i=1 i=1

Potom plati

_ _ ) i 3 A ta?
(XTAX) . (XTA 1x) B xI Ax ' x"A'x _ Z; ) 1:21 ' = A\ (3.11)

1 I R E (23|

K nalezeni maximélni hodnoty Ay ndm pomtuze geometricka interpretace. Vytvotime proto
soutadnou soustavu s osami A, u, do které budeme znacit body Aj. Kazdy bod A; bude
mit soufadnice [)\k, )\,;1], kde k£ = 1,...,n. Z takto ur¢enych bodu vytvorime konvexni
mnozinu conv {Ay, ..., A,}, ve které kazdy bod muzeme vyjadiit ve tvaru

[)"M] - [i wi)\z’a iszz—ll )
i=1 =1

kde w; splauji w; > 0, > w; = 1.
i=1
x?

e presné spliiuje tyto vztahy.

Nyni si vSimnéme, ze nase w; definované jako w; =
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Hledame tedy takovy bod, kdy sou¢in Ay definovany vztahem (3.11) dosdhne své maximalni
hodnoty (3. Geometricky pohled nam tika, ze hledame takovy bod v konvexni mnoziné
conv{Aj,...,A,}, ktery lezi na hyperbole A\ = 3 nejvzdélenéjsi od stFedu souradnicového
systému, tedy s maximélnim 3. Je zfejmé, ze takovyto bod bude lezet na tsecce spojujici
body A; = [/\1,/\1_1} a A, = [\, 1.

Obrazek nize nam ukazuje piiklad pro n = 5. Vyplnénd oblast urcuje konvexni mnozinu
conv{Aj,...,As} a mdme zde znazornénu hyperbolu A\ =  pro maximélni .

Ay As A

Nyni nam zbyva vypocitat toto maximalni 3. Pouzijeme znalost smérnic tsecky mezi
A; a A, a tetny k funkci A = 3, kterou ziskdme derivaci. Tyto smérnice se musi rovnat,
aby ( bylo maxima&lni.

oAM=
N A — A
Ay — A1
3 __( A )
IPCD WDV
)\2
B_Amg

Zde vyuzijeme toho, ze A\ = % (A1 + A\n), coz znamend, ze bod dotyku hyperboly a usecky
spojujici A; a A,, se nachazi presné ve stredu zminované tsecky. Tato skutecnost plati diky
tomu, ze hyperboly nejsou navzajem nijak posunuty mimo posun zpusobeny zménou [3.
Dosazenim ziskavame

g KitA)
AN,

Timto je dokdzdna prava strana nerovnosti (3.10). Leva strana nerovnosti plyne z Cauchy-
Schwarzovy nerovnosti dosazenim a; = z;v/ i, b; = x;/v/A\i, kde a = (a1,...,a,), b =
(b1,...,bn)

(a"b)” <[lal” - [[b]*.

(XTX)2 <x'diag {\1,..., A\, } x - x" diag {)\1_1, - ,)\;1} X,

(XTX)2 < (XTAX) . (XTA_IX) )
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Nyni jiz muzeme rozebrat rychlost konvergence metody nejrychlejsiho spadu. Opét vyuzijeme
dokdzanou rovnici (3.8)

—_

(stse)”

2 sTAsy,

f(Xp1) = f (xx) —

Nyni vyuzijeme toho, ze
Lrya 1 -1 L o7 T
§SkA Sk = é(Axk—b)A (Axy —b) = §xkAxk—xkb:f(xk.),

a pomoci véty (3.4) dostaneme

f(xz) _ sF'Asy, - st A 'sy, < (A + )\n)2

f(xi) = f (xpg1) (stkf =AM, (3.12)

Upravou této nerovnice ziskdme
J (xx) = f (Xpq1) AN,
() A+ )7

1_ 4NN, Zf(xk+1>

A+ )

(A —M\1)°
(Ao + A1)

2
a:(/\n—/\l)Qz 11—
(A + M) 1+ )7
<

tak mame vztah f (x441) /f (xx)

Kdyz si nyni oznacime

a. Z ného vime, ze

f(x1) <af (x0)
f(x2) <af (x1) < a®f (%),
f(x3) <af(x2) <a’f (x1) < a’f (%),

7 C¢ehoz lze odvodit vztah
f(xi) <af (x0).

Tato nerovnice nam objasni problém s konvergenci metody nejrychlejsiho spadu. Pokud
nastane piipad, ze A\, > A1, z ¢ehoz plyne, ze hodnota a se bude blizit 1, tak bude metoda
konvergovat pomérné pomalu.

Tento problém si ukazeme na nésledujicim piikladu, jehoz rychlost konvergence po-
rovname s piikladem minulym.
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Piiklad 9. Metodou nejrychlejsiho spadu vypoététe minimum funkce typu (3.5), pro kte-
rou plati
9 1
2
(2 4) v-()
2 200

Vychozi bod je zo = (0;3,9)".
Reseni. Z derivaci ticelové funkce vypoéitdme smérovy vektor

NI= DN

0,05
S():—f/(Xo):b—AXO: ( —0.0265 ) .

S pomoci vzorce ziskame g

0,05
s (0,05; —0, 0265) ( 0. 0265 )

st Asy

=0, 849.

Qo =

(0,05; —0, 0265) <

NI= N
gt -
\—/
7 N
|
QO
[\
= ot
ot
N————

Nyni méame vse potiebné pro nalezeni dalstho bodu minimalizujici posloupnosti
< — 0+ 0, 05ay ~ [ 0,0425
"7 03,9-0,026500 )~ \ 3,8775 )¢

Uz pii prvnim kroku vidime, Ze posun z bodu x¢ = (0;3,9)T do x; = (0,0425;3,8775)T
zna¢i pomalou konvergenci.

ey v ao —0,0237
S1 = f(Xl)—b AX1—<_070447)
T
= ———— = 1,0441.
a1 st As, 0

Dalsi bod minimaliza¢ni posloupnosti bude

o ( 0,0425-0,0237a; \ _ (10,0177
27\ 3,8775—0,0447a; ) — \ 3,8308 /-

Po dvou krocich jsme se posunuli z x¢ = (0; 3, 9)T do xo = (0,0177; 3, 8308)T a jiz muzeme
jasné vidét, ze v tomto pripadé neni neupravena metoda nejrychlejsiho spadu vhodna pro

tento vypocet. Abychom ukéazali jak pomalu metoda konverguje ke skute¢nému minimu v
bodé x* = (1; O)T, jsou dodény dalsi hodnoty bodu minimalizujici posloupnosti.

o _ ( 0,0761 - 0, 0856 o 0.2275 N 0,5913
>\ 3,7412 )0 T 3,5662 ) T 7\ 31281 ) 0T 1,5938 )

o ( 0.8330 o (09721 o[ 0,9953 N 0, 9992
20074 0,6513 ) 00T 0,1088 ) 007\ 00182 ) T80T 0,0030 /-
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Druhou nedokonalosti metody nejrychlejsitho spadu je fakt, ze pokud se netrefime volbou
vychoziho bodu do bodu, ze kterého bychom se jednim krokem dostali do bodu minima, tak
se nikdy v koneé¢ném poctu kroku do bodu minima nedostaneme a metoda nejrychlejsiho
spadu je i pro kvadratickou funkci nekonec¢nym iteracnim procesem. Tato nedokonalost
vSak nemusi znamenat problémem pro kvalitu odhadu.

3.2.3 Metoda paralelnich tecen

Metoda paralelnich tecen je nejjednodussi odpovédi na problém pomalé konvergence me-
tody nejrychlejsiho spadu. Dalo by se fici, ze tato metoda je skloubenim dvou piedchozich
metod vicerozmérné optimalizace, tedy metody nejrychlejsitho spadu a metody Hooka a
Jeevese.

Predpoklddejme stejnou ucelovou funkei typu (3.5). Necht mame x, € R™ jako vychozi
bod. Nésledujici dva body x; a x5 ziskdme pomoci metody nejrychlejsitho spadu. Nyni
nastava cast podobnda metodé Hooka a Jeevese. Nezvolime za dalsi smér postupu s, =
—f" (x2), ale pouzijeme sy = X3 — Xg. Nésledujici bod minimalizujici posloupnosti x3 na-
jdeme opét standardni jednorozmérnou minimalizaci. Jelikoz jsme v daném sméru nasli
nejoptimalnéjsi bod, neopakujeme hledani v tomto sméru jako u metody Hooka a Jee-
vese, nybrz opét najdeme dva nasledujici body minimalizujici posloupnosti x4 a x5 po-
moci metody nejrychlejsiho spadu. Bod x4 ziskdme jednorozmérnou optimalizaci ve sméru
s5 = X5 — X3. Cely postup opakujeme do splnéni podminky ukonc¢eni iterovani.

Priklad 10. Ziskejte bod x3 minimalizujici posloupnosti metodou paralelnich tecen pro
ucelovou funkei z minulého prikladu, tedy funkei typu (3.5), pro kterou plati

clia) ()

Vychozi bod je zo = (0;3,9)".
Reseni. Body minimalizujici posloupnosti x; a X, jsme vypoéitali v pikladu dokazujicim
pomalou konvergenci metody nejrychlejsiho spadu. Nyni budeme potiebovat jen bod x»

o (0.0177
27\ 3,8308 /-

Dle metody paralelnich tecen ziskame novy smér pro jednorozmérnou optimalizaci jako
smér z bodu xg do bodu x5

o e (00177 0\ (0,0177
2T 2038308 3,9 )~ \ —0,0692 )

V této chvili se muzeme rozhodnout, zda budeme povazovat za vychozi bod této jedno-
rozmérné optimalizace bod xg nebo bod x,. Je ziejmé ze vysledek by se lisil o 1, tedy

DO = [N
= DN
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presné o velikost vektoru ss. Jelikoz volba bodu xy bude vypocetné jednodussi, provedeme
tuto volbu.

Musime tedy optimalizovat tcelovou funkei f(xg + asy) podle . Ze zadani vime, ze
funkce f (x), kde provedeme oznaceni x = (u, U)T, je tvaru
1 27 1

f(x):u2+§uv+ﬁ1)2—2u—§v

Dosadime v = 0,0177a, v = 3,9 — 0, 0692«

1 27
f () = (0,01770)" + 2 (0,01770) (3,9 — 0,06920) + 105 (390, 0692a) — 2(0,0177¢r) —

1
3 (3,9 — 0,0692a) = 0,000024a* — 0,002719a — 0, 923325.

Vyjadieni ucelové funkce v této formé zderivujeme podle a a polozime rovno nule, abychom
dostali bod minima ve sméru s,

0
% = 0,000048a — 0,002719 = 0,
o)

s = 56, 399.

Nasledujici bod minimalizujici posloupnosti tedy bude

0+ 0,0177as ) B ( 0, 9982 )

Xs = Xo ¥ sy = ( 3,9—0,069205 ) — \ —0,0028

Pro porovnani doddme bod x3 ziskany neupravenou metodou nejrychlejsiho spadu x5 =
(0,0595; 3, 8087)T. Je lehce vidét, ze bod x3 ziskany metodou paralelnich te¢en je mnohem
blize skutetnému bodu minima x* = (1;0)".

Véta 3.5. Necht sg_1 = Tap—1 — T3(k—1), pro k € N, predstavuje smér jednorozmérné op-
timalizace v k-tém kroku metody paralelnich tecen. Potom bod minimalizujici posloupnosti
3 [ze vypocitat jako

41 (b— Aw?»kl)) .

3.13
sS4 1 ASzr1 (3.13)

T3 = X3p—1 + (

Diikaz. Dukaz je velice podobny dukazu vzorce (3.6) pro metodu nejrychlejstho spéadu,
proto zde jen ukazeme rozdil. Jiz vime, ze

OZ2

T T
f(X3k-1+aszp_1) — f(Xap-1) = ?S%—1A53k—1 + asy,_y (Axze—1 — b).
Zde se jiz vsak sgp_; nerovna b — Axg,_1, tudiz rovnice naddle zustane v tomto tvaru.

Prevedenim f (x3;_1) na pravou stranu, derivaci a polozenim rovno nule ziskdme minima-
lizaci funkéni hodnoty nové nalezeného bodu
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of (X3k—1 + OéSgk—l)

ER = asl, | Assy 1 +sh | (Axs,_, —b)=0.

Upravou ziskame

sy (b — Axgy)

T
S3p—1AS3K-1

]

Nyni se muzeme presvédcit, zda pomoci vzorce vyjde a v minulém piikladé stejné jak jsme
predpokladali.

9 1
(0,0177; —0,0692) ( ; ) |, = < 3 8308 )
2 AR} ~0,00267

) _ = 55, 399.
N ) 1 00177 0,000048
(0,0177,—-0,0692) Lo ( —0,0692 )

Pro ptipad, kdy jsme pocitali pomoci vzorce, a tedy jsme jako pocatek nasi jednorozmérné
minimalizace brali bod x5, ndm vyslo a o 1 mensi nez pro pripad predesly, kdy jsme jako
pocatek zvolili xg. Nas§ puvodni vypocet je tedy korektni.

3.2.4 Metoda nejrychlejsiho spadu s drobenim kroku

V této sekci probereme feSeni piipadu, kdy z néjakého duvodu neni mozné pro jedno-
rozmérnou optimalizaci pouzit standardni minimaliza¢ni postup pomoci derivaci. Jako
prvni odvodime obecné principy, které poté upfesnime na pouziti pro metodu nejrych-
lejsiho spadu.

Necht jsou déna d,9 € R, pro kterd plati d > 0, ¥ € (0,1). Jelikoz nemuzeme provést
optimalizaci pomoci derivaci vyuzijeme postup podobny metodam komparativnim. Zvolime
a = d a porovname funkéni hodnoty ticelové funkce v bodech f (x; + asg) a f (x). Pokud
bude platit f (x; + asg) < f(xx), tak nase a vyhovuje a urcime ho jako délku k-tého
kroku, tedy a4 = d.

V pripadé, ze tato podminka splnéna neni, tak predefinujeme o = Yo a cely postup
opakujeme. Z tohoto duvodu se koeficient ¥ nazyva koeficient drobeni kroku a je casto
volen ¢ = % Jelikoz je zvoleny smér pro tuto formu hledani vybran jako pii metodé nej-
rychlejstho spadu, musi nastat splnéni dané podminky v konecné krocich.

Pokud si pro testovani zvolime silnéjsi podminku

f(xp+asg) — f(xx) < casi f' (xz), (3.14)
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kde € € (0,1), jedné se modifikovanou metodu drobeni kroku. Z diavodu lepstho pochopeni
této podminky ji prepisSeme do tvaru

f(x%) — f (xx +asg) > casy (—f (xz)) .

s

rozmérné optimalizace asy ke sméru v vektoru — f/ (xz) tim vétsi ocekavame rozdil mezi
funkénimi hodnotami nového a predchoziho bodu minimalizujici posloupnosti. Koeficient
€ urcuje tedy miru ambicioznosti nasich o¢ekavani.

Véta 3.6. Necht je tcelovd funkce f diferencovatelnd a pro vsechna x,y € R*, M > 0
spliiuge Lipschitzovu podminku | f (x) — f (y) | < M|z —y]|. Je-lie € (0,1) a s} f' (@) < 0,
potom je podminka (3.14) spinéna pro a = (0, @), kde

(1 —e) s f' (@)
M|sell

a=— (3.15)
Diikaz. Vyjdeme z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté , kterd pro a € (0,@) a k € (0,1)
rika

[ (xx + asg) — f(xx)

I (xx + aksg) =
(07572

Upravou ziskame
f(xp +asg) — f(xx) = ast f/ (%, + aksg) =
= as;, f (xp) +asp (f (xx + ansg) — f (xx)) .
Tento vyraz je podle Cauchy-Schwarzovy nerovnosti mensi nebo roven vyrazu
asy, ' (xi) + llasgll|Lf (xx + ansi) — f () ||
Jelikoz funkce splnuje Lipschitzovu podminku je tento vyraz mensi nebo roven vyrazu

a (sif' (xx) + M|ase]l[|arsi]|) <
<a (sff’ (xx) + Moz||sk|]2) )
Podle vzorce (3.15) je posledni vyraz roven
o (L7 (%0) — (L= ) SEF (1)) =
=aes} [ (xz),
coz dokazuje platnost podminky (3.14). O

Nyni tyto obecné podminky prevedeme do konkrétniho ptripadu metody nejrychlejsiho
spadu. Nasim hlavnim rozdilem oproti obecnym vzorcum je fakt, Ze jiz mame zvoleny smér
jednorozmérné minimalizace jako s = — f (x), tedy podminku (3.14) pfevedeme na

e+ asp) = f (xi) < —eall " (xx) |1 (3.16)
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Tato podminka je podle Véty 3.6 splnéna pro a = (0, @) , kde

(1-¢)
—

a = (3.17)
Z teoretické konstrukce kroku metodou nejrychlejsiho spadu s modifikovanym drobenim
kroku lze odvodit, ze

_ . . I(l—e

azakzoz:mm{d,—(M )} (3.18)
Tato skutec¢nost vychazi z toho, ze pokud je podminka (3.16) splnéna hned pro o = d,
tak plati . = d. Pokud toto neplati tak pro prvni m takové, ze a, = d¥™, pro které je
podminka splnéna, musi platit, Ze tato podminka neni splnéna pro o = d9™~!. To podle
(3.17) znamena

(1-¢)

=d9" ! >a=
o « i

Toto pro «ay implikuje

1 _
ay, = d9™ = 9do™ " > 9a = %.

Véta 3.7. Predpoklidejme, Ze ucelovd funkce f: R™ — R je spojité diferencovatelnd, zdola
ohranicend a jeji derivace spliuje Lipschitzovu podminku, tedy || f' (x)—f' (y) || < M||z—y||
pro vsechna x,y € R™ a M > 0. Potom pro libovolnou vychozi hodnotu xy pri splnéni
podminky dané nerovnict (3.16) plati

Tim || () 2 = 0.
Dukaz. 7 vyzadované ohranicenosti zdola a z (3.16) vyplyva, ze

lim (f (xx) = f (Xk11)) = 0.

k—oo
Potom upravou (3.16) dostaneme
f (k) = f (Xk41)

f(xx) = f (Xpq1) < '

gy, et

1 Gee) 1 <

Pro posledni vyraz vime, ze jeho limita pro & — oo se rovna nule, tedy dle pravidel pro
limity posloupnosti plati

Tim || (x4) 2 = 0.
0

Vsimnéme si, ze tato véta nevyzadovala pro svou platnost konvexnost tucelové funkce.
Pro takovou funkci tedy touto metodou najdeme pouze stacionarni bod . Pokud budeme
uvazovat funkci konvexni je stacionarnim bodem vzdy jen jediné globalni minimum.
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3.3 Metody sdruzenych sméru

Jak jsme si jiz ukazali, tak metoda nejrychlejstho spadu neni velice efektivni. Toto je
zejména z duvodu, ze nevyuziva plné informace ziskané béhem vypocetniho procesu. Kazdy
krok je informacné oddélen od ostatnich. Nevyuziva se nijak sméru ziskanych v minulych
krocich ani se nijak neplanuji kroky dalsi. Metoda sdruzenych sméru toto plytvani infor-
macemi odstranuje.

O odstranéni této informacni nevyuzitosti se snazila jiz metoda paralelnich tecen, avsak
v tomto pripadeé je princip do znacné miry odlisny. Kdyz metoda paralelnich tecen vyuziva
zpétnou informaci, tedy body, které jsme jiz vypocitali, tak metoda sdruzenych gradientu
se diva do budoucna a planuje jak budou nasledujici sméry postupu vypadat.

3.3.1 Metoda sdruzenych smeéru pro kvadratické funkce

Opét jako u metody nejrychlejsiho spadu si nejdiive predvedeme jak metoda funguje, pokud
je ucelova funkce ve tvaru

f(x) = %XTAX —x'b. (3.19)
Pro danou metodu bude opét platit
Xk+1 = X + Sk, (3.20)
kde
f(xk + agsg) = malnf (x% + asg) , (3.21)
prok=0,1,...,n—1.
Nechf mdme bédzi n-rozmérného eukleidovského prostoru si,...,s,. Dale nechf mame

zadany vychozi bod xy a pro vysvétleni principu zname i presné feSeni naseho mini-
maliza¢niho problému, které oznacime x*. Potom miuzeme smér z vychoziho bodu do
skute¢ného minima zapsat jako linearni kombinaci vektoru baze, tedy

n—1
X" —Xo = Zaksk. (3.22)
k=0

Pokud budou sy ortogonalni tak muzeme vyjadrit koeficienty urcujici délku jednotlivych

vektoru
sT' (x* — %)

= . k=0,1,...n—1. (3.23)

sT'sy,
Tento vzorec by nam k nicemu nepomohl, pokud by zustal v tomto tvaru, jelikoz obsahuje
béhem vypoctu neznamé x*. Proto si zadefinujeme novy pojem, ktery nam pomuze. Tento
nejdulezitéjsi termin, ktery budeme na nasledujicich stranach vyuzivat, nam napovida
nazev metody. Jednd se o sdruzenost. V tomto piipadé pujde o A-sdruzenost smérovych
vektort.
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Definice 2. Nechf A je pozitivné definitni symetrickd matice. Potom nenulové vektory
s, S3 € R" nazveme A-sdruzené, pokud plati st As, = 0. Systém nenulovych vektort
S0, ---,Sn_1 € R™ se nazyva A-sdruzeny, pokud plati

siTAsj =0, proi#j.

Misto terminu A-sdruzenost se néktera literatura zminuje o A-ortogonalité. Tento termin
vychazi z toho, ze vektory s, jsou béhem vypoctu pocitany pomoci Gram-Schmidtova
ortogonalizacniho procesu . Jelikoz uz pro tuto metodu neplati, Ze se pohybujeme ve sméru
antigradientu provedeme si oznaceni ry = — f’ (xy,).

Pokud budeme pro vektory s; predpoklddat A-sdruzenost misto ortogonality, tak se
nas vzorec pro «; zmeéni na
o — skA (X" — xp) _ Sk (b — Ax) _ —sif" (X0) __SkTo
F sl Asy, st Asy, sl Asy, sTAsy,’

(3.24)

Jakmile tedy budeme mit posloupnost A-sdruzenym vektori, tak se bez problému dosta-
neme z vychoziho bodu do bodu minima.

Vsimnéme si, ze pro pozitivné definitni matici A a systém A-sdruzenych vektoru
S1,...,5,—1 € R" plati, Ze vektory s; a s; jsou navzdjem nezavislé pro ¢ # j. Toto je lehce
vidét z pozitivni definitnosti matice A, protoze plati, Ze s! As; # 0. Pokud by pro néjaké
i €{0,...,n— 1} platilos; = 37, A;s; tak by to znamenalo, ze s{ As; = 37, \;s] As; =
0, coz je ve sporu s pozitivni definitnosti matice A.

Pro sestrojeni posloupnosti A-sdruzenych vektoru budeme potiebovat posloupnost vek-
toru ug, ..., u,_1, které tvori bazi. Takovou posloupnost jiz vsak mame ve formé u = ry,
pro k € {0,1,...,n—1}. Vyuzijeme tedy Gram-Schmidtovy ortogonalizace k vypoctu
A-sdruzenych vektoru

Sp =T,
k
Sk+1 = k41 + Z ﬁk-i—l,lsla k= Oa 17 s, = 17 (325)
1=1
kde
T (SlTArk—H)
Bry11 = W

Jelikoz jsme za vektory uy zvolili body r; pro vychozi bod vime
g = —f, (Xo) =b - AXQ,

z toho vyplyva, ze
So = I'g.
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Dle vzorce (3.24) muzeme poté vypocitat ag a vyuzit ho pro vypocet nového bodu mini-
malizujici posloupnosti
X1 = Xg + pSp.

Dalsi vektor posloupnosti A-sdruzenych vektoru vypocéitame

s1 = r1 + 31,050, (3.26)
kde
ﬂ o — (SgAI'1>
Lo = stAsy

7, tohoto postupu jdou odvodit obecné rovnice pro metodu sdruzenych smeéru, pro které
platis; =r; =b — Ax;

sit,

= 2
Ak s As;’ (3.27)
Xp+1 = X + Sk, (3.28)
g1 = b — AXk-i—l =TI — OékASk, (329)

T
- (Sk Ark+1)

= T/ 3.30
O sl Asy, (3:30)
Sk+1 = Tk+1 + OkSks (3.31)

prok=0,1,...,n—1.

V téchto vztazich se nachdzi dva rozdily od vztahu vypoctenych diive. Tyto rozdily
dokazeme nasledujicimi vétami.

Véta 3.8. Vyraz (3.24) je ekvivalentni vijrazu (3.27), tedy

SKTo siry
T =T
s As, s, Asy

Diikaz. Potiebujeme dokazat, ze siro = sirg.
Pro k = 0 plati véta trivialné. Pro libovolné k& > 0 vime, Ze

r, =rip_1— qAsy_; =ri_o — aAsy_| — @AS,_o =19 — 0AS,_1 — aAs,_5 - — aAsg.
Jelikoz jsou vektory s A-sdruzené, tak z toho vyplyva

SkTr = Sg (ro — @Asy_ 1 — aAsy, o+ — aAsgy) = syry.
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K dukazu rozdilného vzorce pro si;; musime nejdiive dokézat ortogonalitu vektoru ry €
R™. Toto dokdzeme zaroven v vété, kterd nas ujisti v nasem puvodnim predpokladu, ze
vektory ri € R™ tvori bazi prostoru.

Véta 3.9. Necht bod ®y € R" je zvolen libovolné a ndsledujici body minimalizujici po-
sloupnosti @y, ..., x,_1 a vektory s, ..., S, jsou ddny vztahy (3.20),(3.28), (3.31). Potom
vektory Ty, ..., Th_1 tvori bazi R™.

Dukaz. Vektory rg, ..., r,_; budou tvorit bazi prostoru R", pravé tehdy kdyz budou orto-
gondlni. Jelikoz ry, = — f’ (xy), tak pokud dokazeme ortogonalitu vektoru f’(xy), tak tim
dokazeme i ortogonalitu vektoru ry, k=0,1,...,n — 1.

Kazdy nésledujici bod minimalizujici posloupnosti {x;} je hledédn dle (3.20) jedno-

rozmeérnou minimalizaci pomoci vzorce

sitr _ spf(xi)
sl Asy, sTAs,

A —

Z tohoto duvodu plati s? f (x;.1) = 0%. Rovnici (3.20) upravime vyndsobenim A a ode¢tenim
b od obou stran rovnice. Timto ziskdme tvar

[T (Xpg1) = f (%) + axAsy,
ktery vyuzijeme pro vypocet

F )" f () = (F (xi) + anAsy)” [ (xi) =
s; f' (%)
sl As;
£ )" (= f (x1) + Bro1Si1)
(Ask)T (—f" (%) + Br-15k-1)
(As)" f(xi) _

(Asp)" £ (<)

= f (x)" f (xx) — (Asp)" f' (xi) =

= |If" Geu) II* = (As)" [ () =

= |l (i) II* = 1" Gee) [1”

]

Nyni mame dokdzanou ortogonalitu vektoru rj, muzeme tedy dokazat rozdilnost vzorcu
(3.25) a (3.31). Rozdilnost téchto vzorcu tkvi v tom, ze rovnice (3.31) obsahuje jen jedno
(. Nyni dokazeme, ze veskera ostatni 3 jsou nulova.

Véta 3.10. Veskerd By+1,, pro kterd plati k # 1 jsou nulovd.

3 Je prakticky dokdzano v metodé nejrychlejsiho spadu. Nésledujici smér z bodu, ktery je nalezen pomoci
jednorozmérné optimalizace je kolmy k sméru, kterym jsme se do daného bodu dostali.
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Dikaz. Vyjdeme z rovnice (3.29), kterou upravime do tvaru
T L r
rpAs = Elrk-f—l (ry —1111),

dosazenim za «; a upravou ziskdme

3 _ e (r; — r141)
k+1,0 S,lTrl .

Nynijelikoz I € {1,..., k}, tak je dukaz prakticky dokon¢en. Pro jakékolivl € {1,...,k — 1}
je vyraz ryyq (r; — r;4 1) roven nule. Jen pro | = k se bude vyraz rovnat

T T
Brsin = Tht1 (rr — Tps1) T Te+
Lk = — = -
sTry, slry,

coZ se po upravé rovna vzorci (3.30).

O

Véta 3.11. Necht m € {1,...,n}, vektory sy, ..., Sm_1 jsou A-sdruzené, my € R" je
libovolné a body xy, . . ., @, jsou dany vztahy (3.20) a (3.21). Potom pro kvadratickou funkci
f typu (3.19) plati

f(@m) = min f (z),

T€EXm
kde X,, = xo + Lin{so, ..., Sm_1}. Specidlné, je-li m = n, potom
f (@) = minf (),

Z duvodu délky dukazu je dukaz vynechan. Je ho mozné najit v [3], str. 109.

Nyni je vidét, ze
X, = X"
Metoda sdruzenych gradientu je tedy pro kvadratickou funkci metodou koneéné krokovou

(presnéji feceno n krokovou). Pfi normélnim vypoctu vsak v dusledku zaokrouhlovacich
chyb nedostaneme presny vysledek. Vypocet je mozné provadét i pro k > n, kde plati

lersall < llexl],

pro vSechna k, kde e, = x* — x;.

Piiklad 11. Pomoci metody sdruzenych sméru najdéte minimum funkce tvaru (3.19), pro

kterou plati
1

1
1], b=|o0
2

1
A=10
1 0

=N O

Vychozim bodem je xo = (0;0; O)T.

95



KAPITOLA 3. METODY inEROZMERNE OPTIMALIZACE
3.3. METODY SDRUZENYCH SMERU

Reseni. Zjistime si derivace Géelové funkee podle jednotlivych proménnych. Pro prehlednost
oznacime x = (uq, ug, U3)T.
Uy + Uz — 1
f(x) = 2ug + ug
Ul + U + 2U3
Prvni smér jednorozmérné optimalizace najdeme jako v metodé nejrychlejsiho spadu, tedy

jako smeér antigradientu.

1
so=—f"(x0)=1] 0
0
Ze vzorce ziskdme aq a zjistime novy bod minimalizujici posloupnosti
1
(1;0;0) O
r 0
Qo = io 0 = 1.
sy Asg 1 01 1
(L,o;0)f 0 2 1 0
11 2 0
0 1 1
X1 = Xg + qpSg = 0 + 0 = 0 .
0 0 0
Pro vypocet nasledujiciho sméru jednorozmérné minimalizace jiz potfebujeme zjistit (3
1 01 0
—(L;0;0)1 0 2 1 0
— (s§ Ary) 11 2 —1
ﬁo = T = =1
sy Asg 1 01 1
(L,o;0)f 0 2 1 0
11 2 0
Novy smér jednorozmérné optimalizace bude
0 1 1
S1=1r1+ ﬂoSo = 0 + 0 = 0
-1 0 -1
Pomoci o vypocitame novy bod minimalizujici posloupnosti
0
(L,o;—=1) | O
T —1
s As; 1 0 1 1
(L,o;=1)( 0 2 1 0
11 2 -1
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1 1 2
X9 = X1 + (181 = 0 + 0 = 0
0 -1 —1
Posledni krok provedeme jiz zrychlené.
— (sTAr
Bl = (Tl 2) = 17
s As;
1
Sy =Ty + 181 = 1 ;
-1
T
= — = ]_
2 stAs,
3
X3 = X9 + (\9S9 = 1
—2

Bod minima byl nalezen v n = 3 krocich.

Doposud jsme neustale predpokladali, ze matice A je pozitivné definitni. Nyni se
podivame na pripad, kdy bude tato matice jen pozitivné semidefinitni a zjistime, zda
bude metoda pouzitelna i pro tento modifikovany piipad.

Véta 3.12. Necht matice A je pozitivné semidefinitni matice o rozmérech n xn a hodnosti
r < n. Pak pri pouziti metody sdruZengch sméri najdeme minimum dané ucelové funkce
f v nejuyse v krocich (vypocet skonci po k krocich, kde k € (1,...,r), pak f'(x) = 0
a So,...,8—1 # 0). V opacném pripadé vipocet ukdzZe, Ze minimum neexistuje, tak, Ze
st As, =0, pricemz ' (xo),..., [ (@e_1) # 0 pro néjaké k € {0,...,r}.

Diikaz. Nejdiive budeme predpokladat, ze kvadraticka tcelova funkce typu (3.19) nabyva
na R"™ svého minima. Dale budeme predpokladat, ze mame vektor y € R", pro ktery plati
Ay = 0. Z tohoto vyplyvé, ze bude platit i y’b = 0. Pokud by toto neplatilo, tak by
funkéni hodnota f (ay) = —ay’b — —oo pro a — 400 v zdvislosti na znaménku y’b,
coz je spor s predpokladem, ze funkce nabyva na R"™ svého minima. Potom pro libovolné
x € R™ plati

yf(x)=y' (Ax—b)=y"Ax —y'b=0. (3.32)

Méjme prostor
ker A :={y e R": Ay =0},

pokud ozna¢ime r hodnost matice A, tak tento prostor ma dimenzi n — k. Z rovnice (3.32)
vime, ze vektor parcialnich derivaci bude pro libovolné x néalezet v ortogonalnim dopliku
(ker A)*. Je ziejmé, 7e tento prostor bude mit dimenzi r. Podle (3.31) musi i vektory
sp € (ker A)*, tudiz sT Asj, = 0 pravée tehdy kdyz s = 0.

Nasi snahou nyni bude ukézat, ze metoda sdruzenych gradientu najde bod minima
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nejvyse v r krocich, tedy bude platit f’ (x;) = 0, pro néjaké i € {1,...r}. Pfedpokladejme,
ze mame s; # 0, plati tedy s{ Asy # 0 pro j = 1,...r — 1. Jiz vime, ze vektory parcidlnich
derivaci f’(x),j = 0,...,r jsou navzdjem ortogonalni *. Tyto vektory vsak nélez{ do
r-dimenziondlniho prostoru (ker A)". Toto naznacuje, 7ze alespon jeden z nich musi byt
nulovy a pravé v tomto bodé se bude nachézet minimum ucelové funkce.

V této ¢asti budeme naopak predpokladat, ze icelova funkce neni na R™ zdola ohranicen4.
Tedy musf nastat rovnost s} As; = 0 pro nékteré k € {0,...,n — 1}. V tomto pripadé tedy
neni mozné pokracovat ve vypoctu, jelikoz nemuzeme vypocitat nésledujici S.

Pokud by platilo s As;, > 0, pak by byly vektory s, ...,s, 1 navzdjem A-sdruzené, z
¢ehoz, jak jsme si ukézali, plyne linearni nezavislost. Potom by libovolni nenulové x € R”
slo vyjadrit jako linearni kombinace vektoru s, tedy x = ZZ: NkSk, kde alespon jeden z
koeficientu 7, je nenulovy. Potom by platilo

n—1
xI'Ax = Z n,%skAsk > 0.
k=1

Toto by znagcilo, ze matice A je pozitivné definitni, a tedy rovnice f'(x) = Ax —b =0
ma feseni. Toto TeSeni by bylo minimem ucelové funkce f, coz je spor s predpokladem, ze
ucelova funkce je zdola neohranicena na R”.

]

VVVVV

pro danou tuc¢elovou funkci, tak se do skuteé¢ného bodu minima funkce dostane v méné nez
n krocich. Tato vlastnost je mozna demonstrovat napriklad pri minimalizaci tcelové funkce
tvaru (3.19), pro kterou plati

2 —1 0 0
A= -1 2 1], b=|[ 2],
0 —1 2 0

kde jako vychozi bod zvolime xq = (1:4,5;1)".

Jelikoz jsme vypocet touto metodou jiz ukazovali na jiném piikladé, tak zde nyni pouze
znazornime, jak metoda konverguje po méné jak n krocich, v tomto pripadé po krocich
dvou. Vypoctem metodou sdruzenych sméru ziskame

1,75

X1 =

1
X9 = (

4Miizeme ukazat podobné jako ve Vété 3.9.

7
3
.75

1

2

1
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Pro x = (uq;us, ; uz) pii dalsim vypoctu narazime na

fui (X2) = 2uy — uy = 0,
qu (Xg) :2U2—U1—U3—2:O,

fu3 (XQ) = QU3 — U9 — 1= O,

coz naznacuje, ze jsme nasli bod minima tucelové funkce. Postup je tedy ukoncen po kroku
n — 1 misto kroku n.

3.3.2 Metoda sdruzenych smeéru pro nekvadratické funkce

Jelikoz v nésledujici podkapitole budeme uvazovat funkce v jiném tvaru nez tvar (3.19),
tak jiz nemuzeme vyuzit v predchozi sekci definované A-sdruzenosti. Metoda vsak jde mo-
difikovat, aby tvorila posloupnost {x;}, ktera bude také minimalizujici i pro nekvadratické
funkce.

Ze stejného duvodu pro¢ jiz nemuzeme vyuzit A-sdruzenosti tak si jiz nemuzeme ulehcit
vypocet oy pomoci vzorce (3.27). Pro vypocet koeficientu udavajici délku kroku je nyni
nutné pouzit standardni jednorozmérnou minimalizaci. Po této tupravé se veskeré modifi-
kace omezi pouze na upravu vzorce pro (3, ktery nemuzeme na rozdil od vzorce pro «y
vypustit a nahradit jinym postupem.

Vyjdeme z vzorce vyuzivaného pro nalezeni A-sdruzenych vektoru pii metodé sdruzenych
sméru pro kvadratické funkce, tedy vzorce

— (siArey) [ (xp+1)" Asy
sT Asy, sT Asy, ’

B =

Déle upravime vzorec ry,q = r; — apAsy do tvaru

Asp = ai (06— Tist) = ai (F (ki) — ' (30).

Nyni kdyz spojime oba takto ziskané vztahy, tak dostaneme vzorec, ktery jiz nebude
striktné vyzadovat kvadraticky tvar ucelové funkce. Tohoto docilime odstranénim matice

A 7 tohoto vztahu
F o) (F (eein) = 7 (%))
si (f (%p1) = f(xx))
Jelikoz vime, ze s, jde vyjadfit pomoci r;, pro ¢ = {0,1,...k} a z ortogonality vektoru
f'(x) se tento vyraz bude rovnat

B, =

1" (K1) |

= e

(3.33)
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Z tohoto postupu je je zfejmé, ze dany vzorec je pro kvadratické funkce ekvivalentni se
vztahem (3.30). Avsak na rozdil od tohoto vzorce je pouzitelny nejen pro kvadratickou
ucelovou funkei, ale mé smysl i pro funkce nekvadratické.

Jak bylo fe¢eno v sekci zabyvajici se metodou sdruzenych sméru pro kvadratické funkce,
tak duvodem nedokonalé konvergence jsou zaokrouhlovaci chyby pfi jednorozmérné opti-
malizaci. Tento problém se snazi odstranit modifikace, ktera upravuje vypocet [y 4

0 pro k =mn,2n,3n,...

ﬁk—l - M
| f (xk_1)] P k#mn,2n,3n,...

Tento vzorec znamena, ze se vzdy na konci [-tého cyklu o n krocich jako smér dalsiho po-
stupu vybere sy, = —f’ (x;,,). Timto se proces ve své podstaté o¢isti o mozné nahromadéné
chyby.

Priklad 12. Pomoci metody sdruzenych sméru pro nekvadratické funkce vypocitejte mi-

nimum x* = (u}; u}) ucelové funkce

1
f(x) = f (u1,us) = 2u] — 2uluy + 4u? — Suy + §u%
Vychozim bodem bude xy = (0;0).
Reseni. Prvni bod bude veden ve sméru antigradientu, tudiz musime vypoéitat jednotlivé
parcidlni derivace pro danou ucelovou funkci

%)
8—51 = 8u? — 4uyug + 8uy — 8,
of

Z téchto derivaci nyni uréime nas prvni smér postupu pomoci dosazeni bodu x

Sozroz—f/(XO):(§>-

Jelikoz ndm v této upravé metody chybi vzorec pro vypocitani koeficientu udavajiciho
délku kroku a;, musime tento koeficient vypocitat standardni jednorozmérnou minimalizaci

z bodu x¢ ve sméru sg
S8a
X1 = Xg + asg = 0

Tento vyraz dosadime do ucelové funkce a provedeme minimalizaci podle aq

2 (8a)* 4+ 4 (8a)® — 8 (8a) — min,
8192a* + 25602 — 64 — min,

3276803 + 512c0 — 64 = 0.
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Nasim vypoctem tedy ziskame oy = 0,0853, tudiz novy bod minimalizujici posloupnosti
se rovnd x; = (0,6823;0).

Nyni pro dalsi postup potfebujeme z nové ziskaného vzorce vypocitat 3y

0
0; —0,931
)l \/< )< —0,931 ) _ 0,931

0l \/(_8;0) < _08 ) 8

Nyni jiz muzeme zjistit novy smér jednorozmérné minimalizace

0 8 0,931
Sl:r1+50502(0 931>+O’116(0>:(0 931>'

Pro vypocet délky kroku pouzijeme substituci xo = x; + as;, kterou vlozime do tucelové
funkce a tuto funkci minimalizujeme podle «

Bo =0, 116.

0,6823 + 0,931« )

X9 = X1 + QS = ( 0.931a

Upravou a optimalizaci ziskdvame
2(0,6823 + 0,931a)* — 2(0,931a) (0, 6823 + 0,931a)* + 4 (0, 6823 + 0,931)* —
—8(0,6823 4 0,931a) + % (0,931r)> — min,
1,5029a* + 2,7913a° 4 6, 3778a* — 0, 8674 — 3,1628 — min,

g_f = 6,01190° + 8,3741a” + 12, 7556a — 0,8674 = 0
«

Timto vypoctem ziskame a; = 0,065, tedy novy bod minimalizujici posloupnosti se rovna

0,6823 + 0,931 - 0,065 ) B ( 0, 7428 )

X2 = X1+ 08 = ( 0,931 - 0,065 0, 0606

Opét ziskame (3 a zjistime dalsi smér postupu

\/(1,043; _1,043) ( 110323 )
) —L 11,4753

RS 0 ~ 0,931
(0; —0,931) ( 0,051 )
1,043 0,931 0,4321

S2 =2+ sy = ( 1,043 )+1’5846(0 931 ) = ( 2 5184)'
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Novy bod minimalizujici posloupnost ziskame dalsi jednorozmérnou minimalizaci

0, 7428 + 0,4321a )

Xg =X asy = ( 0,0606 + 2, 5184

Po dosazeni a upravé ziskdme minimalizaci
0,6972a" — 0,4610a° + 1,8983a2 — 2,1766c — 3,1915 — min,
ktera mé teseni o = 0, 5588. Novy bod minimalizujici posloupnosti tedy bude

X — X0+ — 0,7428 40,4321 -0,5588 \ [ 0,9843
3T TR 0,0606 +2,5184-0,5588 )~ \ 1,4680 )

Ve tiech krocich jsme se dostali z bodu xo = (;0)” s funkéni hodnotou f (x¢) = 0 do bodu

x3 = (0,9843;1,4680)" s funkéni hodnotou f (x3) = —3,8887. Skuteénym bodem minima

ucelové funkce je pritom bod x* = (1;2) s funkéni hodnotou f (x*) = —4.

Jak muzeme z prikladu vidét, tak jiz metoda sdruzenych gradientu pro nekvadratické
funkce nekonverguje nejvyse v n krocich, kde n je dimenze prostoru, jako tomu bylo u
kvadratickych funkei.

3.3.3 Metoda sdruzenych smérd nultého radu

V této sekci se opét vratime k minimalizaci kvadratické tucelové funkce, tedy funkce typu
(3.19), kde A je symetrickd, pozitivné definitni matice. Nésledujici metoda se ve svém
vypoctu podoba metodé Hooka a Jeevese. Podobnost vyplyva z toho, Ze na rozdil od mo-
difikaci metody sdruzenych smérti, které jsme probirali doted’, se pii této varianté k ziskani
A-sdruzenych vektoru pouziva kroku o n jednorozmeérnych optimalizacich a jiz ne vypocet
pomoci gradientu ucelové funkce. Pokud by k vyfeseni jednorozmérnych minimalizaci byla
vyuzita néktera z negradientni metod, tak pro vypocet metodou sdruzenych sméru nultého
radu nepotiebujeme znat derivace ucelové funkce, coz je také duvod nazvu této modifikace.

Jak jsme jiz naznagcili, tak vypocet stejné jako u metody Hooka a Jeevese zacina tim, ze
se z vychoziho bodu provede n jednorozmérnych minimalizaci. Standardné se za sméry pro
tyto prvni minimalizace berou vektory kanonické baze R™. Jakmile timto zpusobem nalez-
neme konecny bod, tak ho spojime s bodem vychozim a v tomto sméru provadime opét
jednorozmérnou minimalizaci za i¢elem nalezeni dalstho bodu minimalizujici posloupnosti.
Na rozdil od metody Hooka a Jeevese vSak neprovadime jednorozmérné optimalizace v stale
stejnych smérech, avsak nahrazujeme puvodni sméry témi sméry, které ziskame spojenim
posledniho bodu minimalizuji posloupnosti a bodu nalezeného jednorozmérnymi optimali-
zacemi. Toto nahrazovani sméru jednorozmérnych optimalizaci je v této metodé stézejni,
jelikoz jak si ukazeme pozdéji, tak timto zpusobem ziskané vektory budou A-sdruzené.

Meéjme tedy vychozi bod x, € R". Jako prvni sméry jednorozmérnych optimalizaci
muzeme zvolit libovolné navzajem linedrné nezavislé vektory sy, ..., s,_i. Nyni se provede
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postupné vsech n jednorozmérnych minimalizaci. Vysledek i-té minimalizace v kroku k+ 1
oznacime yy ;. Po provedeni vsech n minimalizaci ziskame tedy bod y, ,,. Obecné pro krok
k + 1 zapiSeme

f (¥io) = min f (xi +aso), (3.34)
f (¥iinn) = min f (yy; +as), i=1..n-L (3.35)

Bod y,.,, vSak neni bodem minimalizujici posloupnosti, jen nam poslouzi k nalezeni tohoto
bodu. Nasledujici jednorozmérnou minimalizaci provedeme ve sméru

2k = Vi — X (3.36)

Samotny novy bod minimalizujici posloupnosti ziskdame jako

Xk+1 = Xk + A7y, (337)
f(xk + apzy) = melﬂlg f(xk + azy) . (3.38)

Nyni jsme témér dokoncili jeden krok této metody. Zbyva jen ziskani novych sméru, ve
kterych bude provadéno n jednorozmérnych minimalizaci v nasledujicim kroku. Pravidlo
pro tuto vymeénu je jednoduché. Prvni z téchto vektoru sméru vyradime a misto néj jako
posledni ze vSech sméri ptiddme vektor, ktery jsme ziskali jako zx = y; ,, — x;. Toto je
mozné znazornit pomoci zmény mnoziny vektoru sméru, pouzivanych v danych krocich

{So, S1,...,Sp-2, Snfl} — {Sl, S2,...8,-1, Zk} .

Pro dalsi postup si dokazeme jedno pomocné tvrzeni, které pozdéji vyuzijeme v dukazu
A-sdruzenosti smérovych vektoru.

Véta 3.13. Necht je ddna kvadratickd funkce typu (3.19), kde A je symetrickd, pozitivné
definitni matice a vektory zy,...,zx_1 € R", a,b € R", takové, Ze a # b. Oznacme £ =

Lin{z...,z._1} linedrni obal smérovijch vektori zy ..., zx_1. Je-li
f(u)= min f(z), [(v)= minf(2),
potom

(u—v) Az =0, i=0,1,...1—1.

Diikaz. 7 predpokladu vime, ze f'(u) = 0, f'(v) = 0, pro libovolné s; musi tedy platit i
fr(w)'z; =0, f' (v)" z; = 0. Odectenim téchto dvou rovnic ziskame f' ()" z;— f' (v)" z; =
0. Nyni vyuzijeme toho, ze f'(x) = Ax — b a ziskdme
(Au — b)T z;, — (Av — b)T z; = 0,
(u—v)" Az =0,
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Véta 3.14. Necht mdme kvadratickou vcelovou funkei f tvaru (3.19), kde A je symetrickd,
pozitivné definitni matice. Ddle necht vektory z, ..., 2,1, Xo, ..., Ty JSou sestrojeny me-
todou sdruzenijch smeéri nultého tddu, tedy pomoct vzorci (3.34) - (3.3.3). Jsou-li vektory
20, -, Zn—1 nenulové, pak jsou A-sdruzené, tedy f (x,) = mrrenﬂgl f ()

Diikaz. Indukei.

Budeme predpokladat A-sdruzenost vektoru z, ..., z;_1. Jako sméry, ve kterych budeme
provadét jednorozmérné optimalizace tedy méme {sgpg,...,Skn—1,20,--.,2Zk—1}. Potom
podle (3.34) - (3.3.3) je bod y;,, sestrojen jednorozmérnymi minimalizacemi ve smérech
vektoru zo, ..., 2Zg_1, které jsou A-sdruzené. Tyto jednorozmérné minimalizace vychazeji z
bodu yy ,,_;. To podle Véty 3.11 znamena, ze plati

f(Yin) = xgyffflk+ AR

kde £ = Lin{zo, . .., 2,1 }. Stejné x; je sestrojen pomoci minimalizaci ve smérech z, . . ., zg_1
vychédzejici z bodu y;_q,, 141, tedy

f(xxk) = min f(x).

XEYE_1,n—kt+1HL

Z Vety 3.13 tedy vyplyva, ze zy = y;,, — X je A-sdruzeny s zo,...,zx1 a z Véty 3.11
vyplyvd f (xn) = min [ (x).
x € R?
O

Priklad 13. Pomoci metody sdruzenych sméru nultého radu zjistéte minimum funkce

typu (3.19), kde
1 2 1
(i) ()

Vychozi bod xq = (0; O)T a prvotni sméry pro jednorozmérné minimalizace budou sy =
(1;,0)" 81 = (0; )7

Reseni. Abychom si ulehéili praci, tak budeme jednorozmérnou minimalizaci provadeét
pomoci vzorce (3.27), tudiz budeme vyuzivat derivace tucelové funkce, i kdyz bychom ne-
museli. Provedeme tedy po sobé n = 2 jednorozmérné minimalizace

T T
. SoTo . _ S (AXO — b) . 0 1 . 1
Yoo = Xo + ST Aso Sp = Xg —sgAso Sp = 0 +1 o)=L )

B _S1T(AYO,0_b)S_ 1y 170\ _1/75
Yo1 = Yo, sTAs, = \o 51) 5\ —-1)°

Nyni muzeme najit smér, ve kterém provedeme jednorozmérnou minimalizaci za tcelem
nalezeni néasledujictho bodu minimalizujici posloupnosti

1 )
ZOZYOJ_XOZE 1 )
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T T
B zZoto zg(Axo—b) (0 15N _ 275
X1 = Xg + ZgAZOZO = Xp —ZgAZO Zy — 0 + 2 5 _1 = 5 _1 .

Timto jsme dokoncili jeden krok metody a pfitadime vektor z, mezi vektory sméru, ve
kterych je provadéna jednorozmérna minimalizace

{so,s1} — {s1,20} .

Nasleduje druhy krok

B s (Ax; —b) 2 ) Loy _1/10
yLO_Xl_—S{ASl S1—5 1) 5\1 )75\ =3 )
1
5

ZE)F(AYLO_Z?) 1<10>+1.

Yii1=Yi0— Zy = ¢
’ 0 zl Az 5

Nyni zjistime druhy A-sdruzeny vektor z;

Y e L2\ 275\ 1[5
Az =gg0 7 )50 -1 ) T 10\ =3 )¢

Nésledny vypocitany bod minimalizujici posloupnosti jiz bude nasim hledanym minimem,
jelikoz bude sestrojen pomoci A-sdruzenych vektoru zg a z;

T T
B zit, _ zi(Axi=b) 2/ 5 15N (03
Xo =Xt zl Az, a= zl Az, “=5\ -1 )7 2 w\ -3) \ -1)°

Muzeme jen ukazat, ze vektory zg a z; jsou skutecné A-sdruzené

zOTAz1:§(5;—1).(§ g).ll_o<_53>:%(3;5)(_53):0.

3.4 Newtonovské metody

V této casti se budeme zabyvat metodami, které ke svému prubéhu budou potiebovat
nejen znalost prvni derivace ucelové funkce f'(x), ale také vyzaduji znalost derivace druhé
f" (z). Zatneme s metodou, podle které je tato sekce nazvana, tedy metodou Newtonovou.

3.4.1 Newtonova Metoda

Jak jiz bylo zminéno v uvodu, budeme nyni vyzadovat, aby druha derivace tucelové funkce
f" (x) existovala a byla spojitd na R™. Zatim tedy mame na Hesseho matici druhych derivaci
jen podminku symetrie. V prubéhu vypocétu uvidime jaké dalsi podminky metoda na tuto
matici bude klast.

Necht mame bod x; jako vychozi bod v obecném k-tém kroku. Metoda v kazdém
kroku nahrazuje minimalizovanou tcelovou funkci Taylorovym polynomem 2. stupné se
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sttedem v bodé x;, a hledd minimum této aproximace na misto minima ucelové funkce. Za
predpokladu, ze f je silné konvexni, je tento bod jedinym bodem globalniho minima.

Tayloruv polynom se stfedem v x;, kterym budeme nahrazovat danou ucelovou funkeci,
zapiseme jako
1
Fl, (%) = f (%) + (x = xi0)" f' () + 5 (x= i) (%) (% = x5) .

Déle x;+1 najdeme jako feseni tlohy F}, (x) — min. Tuto tlohu ziskdme derivaci Taylorova
polynomu podle x a polozenim rovno nule. Upravou dostaneme

Wg;;x) = () + (x =) £ (x) =0,

X = x5 = (f" () f (). (3.39)

Z tohoto vyrazu vidime, ze Hesseho matice druhych derivaci musi byt regularni, abychom
mohli vypocet touto metodou provést. Dale pokud je f konvexni, tak je matice f” (xy)
pozitivné semidefinitni, a tedy xx41 bude globalnim minimem F,, (x) na R".

Vsimnéme si, ze pokud bude zadana ucelova funkce f funkci kvadratickou, tak bude
Hesseho matice konstantni a bod minima aproximace se bude rovnat skute¢nému bodu
minima ucelové funkce. Potom je mozné najit tento bod minima v jediném kroku.

Nyni si dokazeme vétu, kterd ndm napovi ohledné rychlosti konvergence Newtonovy
metody.

Véta 3.15. Necht ticelovd funkce f je na R™ dvakrdt diferencovatelnd, silné konvexni s
konstantou 6 > 0 a splnugje

177 (@) = £ (y) | < M|z — g, (3.40)

pro libovolné z,y € R", tedy f" (x) je Lipschitzovskd s konstantou M > 0. Pokud spliuje
vychozi bod x

862
1" (o) I| < A (3.41)
tedy existuje q € (0,1), pro které plati
860%q
17" (o) I| = =7 (3.42)

potom posloupnost {x;} dand vztahem (3.39) konverguje k jedinému bodu minima tucelové
funkce x* s kvadratickou rychlosti, tedy

L 407
o — ] < 20
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Diikaz. Jelikoz dand ticelova funkce je silné konvexni, tak ma prave jedno globalni minimum
na R" a plati pro ni
s'f" (x)s = 20]s%, (3.43)

pro x,s € R™. Z tohoto vime, ze matice f”(x) je pozitivné definitni pro kazdé x € R,
tedy je regularni a muzeme tudiz vyuzit vypoctu pomoci Newtonovy metody.

Dale pro silné konvexni uc¢elovou funkci vime, ze plati
(f" (k) = F1 ()" (e = x7) = 20 — x"[|*,
jelikoz plati f' (x*) = 0 a vyuzitim Cauchy-Schwarzovy nerovnosti ziskavame

1
20

1

(f (e = f1 ()" (e = x7) < 57

i, — x"[|* <

17 Gee) i = %7l

tedy

1
e = x| < 5117 (e Il (3.44)

Nyni odhadneme || f" (x}) ||. Méjme identitu

—f" (% + @ (X1 — xi)) = f7 (x5 + @ (X1 — Xp)) (X1 — Xp) -

Oa

Tuto identitu integrujme podle o od 0 do 1 a od obou stran odecteme f” (xx) (Xx+1 — Xk)

1

fH (e + o (Xpg1 — Xk))] — [ (%) (Xpg1 — Xp) =

= /f// (xk + @ (Xpp1 — Xk)) (Xpy1 — Xp) dav — f’ (xk) (i1 — Xi)
0

upravou ziskame

J (Xewn) = f () = 7 (%k) (Khy1 — xz) =

1

:/ [f// (Xk + o (Xk+1 — ch)) _ f// (Xk)] (Xk—i—l — Xk) dao.

0

Jelikoz mame na pravé strané této rovnice rozdil dvou druhych derivaci v rozdilnych bo-
dech, muzeme pouzit (3.40) a ziskame

1 (k1) = " (i) = 7 (1) (R = %) || < %”Xlﬁl —x” (3.45)

®Diikaz tohoto tvrzeni je mimo zaméieni této préace a tudiz zde neni napsan. Je ho mozné najit napiiklad
v [3], str. 38.
6Diikaz neuveden ze stejného ditvodu jako u vyrazu vyse. Je ho mozné najit napiiklad v [9], str. 91.
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Dosazenim do obou stran z rovnice (3.39) ve tvaru X1 — xx = — (f” (xz)) "' f' (xz) do-
staneme nerovnost

17 Geen) 1< S 7 (ae) ™ P ) 2 (3.46)

Nyni se pokusime odhadnout normu matice || (f” (x;))~"||. Polozme s = (f” (x;)) "y, pak
vyuzijeme (3.45), Cauchy-Schwarzovu nerovnost a dostaneme

O ()™ I < % y (" () Ny < % Iy I (i)™ -

Upravou prvni a treti ¢asti této nerovnice dostaneme

10" Go ™yl 1" G I _ o
sl = o el

Tedy ziskdvame

17" )™ = g LTV <

Dosazenim do (3.46) dostaneme

17 o) ) < gl o) I

Tato nerovnost je odvozena pro libovolné k, tedy muzeme postupné dosazovat zpét do
(3.46). Jakmile se dostaneme k k = 0, pouzijeme rovnost (3.42)

I o) <zl (7 ) P < () 107 Gl I < o<

M\ Lok 802
< [ 2= " - _ %Y
<(ge) Moo =

Timto jsme dokdzali prvni nerovnici a druhou ziskdme dosazenim tohoto vysledku do (3.44)

X, —X°
F Sop w1
460
e —x°[) < 57 0

]

Tato véta nam objasnila vyhody a komplikace, které plynou z vyuziti Newtonovy me-
tody. Vyhodou je konvergence kvadratickou rychlosti, kterou se metoda tadi mezi rychle
konvergujici metody. Nevyhodou vypocetniho procesu je vSak znacnd numericka naro¢nost
vypoctu (f” (xx))”" pii vétsim n. Tuto zdsadni nevyhodu se pokusime odstranit v dalsi
probirané metodé.

Déle je také vidét, ze pro korektni fungovani Newtonovy metody mame omezeny vybér
vychoziho bodu podminkou (3.41). Pfi nesplnéni této podminky existuji i silné konvexni
funkce, které nebudou konvergovat.
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Piiklad 14. Provedte jeden krok Newtonovou metodou. Pro pfehlednost oznacime x =
(u1, uz) Minimalizovand icelova funkce mé vyjddient

3
2

f(x) = furu) = (0] +uz +ufu3)?
vychozim bodem bude xo = (2;1)".

Reseni. Jako prvni si vypocitame prvni a druhé derivace ucelové funkce

=
Il
—
I~y
=)
+
i~
[NV
+
I
=)
I
(V)
SN—
[ I

: (U1 + ulug) )

. (1 + 2U%U2) ,

[SIE

(uf + us + uiu3)

N[

(un + und)? + 3 (12 + oy + w2ud)® - (1412,

3
3
2
f;hul =3 (uf + ug + lﬁug)_
§@g+m+u@@%.u+zﬁmf+3@$ﬂm+ﬁ@ﬁ.ﬁ,

D=

3 _
Frvn = P = (14 108)

. (ul + ulug) . (1 + 2u%u2) +
1
+3 (u% + ug + u%u%) ? - 2uqug.
Muzeme tedy zapsat gradient a Hesseho matici v bodé xq = (2;1)
34 54 36
f,/<X0): 225 | > f,(XO): 81
54 = 5

Nyni muzeme vyftesit pitklad dvéma zpusoby. Prvni zpusob zahrnuje vypsani Taylorova
mnohoclenu dané funkce stredem v bodé xo = (2; 1)T a poté derivovani tohoto mnohoclenu
a polozeni derivaci rovno nule. Timto standardnim minimaliza¢nim postupem se dostaneme
bez slozitych vypoctu k minimu nasi aproximace, a tedy k dalsimu bodu minimalizujici po-
sloupnosti. Druhou moznosti je dosadit ptimo do vzorce (3.39). Pfi tomto postupu musime

ovsem pocitat inverzi Hesseho matice, avsak pro malé n muze byt tento postup znatelné
rychlejsi.

Postup 1)

Zjistime vyjadieni Taylorova mnohoclenu se stiedem v bodé xo = (2;1)"

Fr () = f (50) + (= o) " (x0) + 5 (= 30)" " 30) (= 30) =
:27+(u1—2;u2—1)<Zf)+%(u1_2;ur1)<§j g ) (u1—2):

2 1 uy — 1
81 225
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Nyni mame Tayloruv mnohoc¢len. Muzeme provést parcialni derivace a polozit je rovny
nule. Timto ziskdme bod minima aproximace

OFy

OFx0 (X) _ 56 94 (uy — 2) + 54 (g — 1) = 0,
8U1

OFy, (x) _ 81 25
8u2 2 +5 <U1 >+ 4 (UZ ) 0

Upravou dostaneme soustavu linearnich rovnic

34u; + 54ug — 86 = 0,
225 495

dug + 2220, — =2 = 0.
5U1+4UQ 4 0

Resenfm této soustavy a tedy nas hledany dalsi bod minimalizujici posloupnosti je bod

x; = (49, 97)7 — (1,84;0,43)".

Postup 2)

Pti tomto postupu pouzijeme piimo vzorce pro vypocet dalsiho bodu minimalizujici po-
sloupnosti

2 -5 s 36 253
xi == (")) o) = () - ( y_m > (¥)- ( )
223 2007 2 223

Je vidét, ze druhy postup zabral jediny rfadek oproti prvnimu postupu, jehoz vypocet trval
mnohem déle. Musime si vSak uvédomit, Ze jsme méli maly rozmér matice (f” (x))™" a

vypocet této inverzni matice nebyl vypocetné narocny.

3.4.2 Metoda proménné metriky

Jak jiz bylo zminéno, tak se Newtonova metoda potykd s problémem numerické narocnosti
vypoétu (f” (x))”". Metoda proménné metriky se tedy nesnazi vypocitat tuto inverzi na-
jednou, ale postupnym vypoctem, stejné jako se v metodé sdruzenych smeéru postupné
ziskavaji A-sdruzené vektory. Teoreticky zaklad je rovnéz odvozen z této metody, tu vsak
jiz zname, tak si muzeme tuto ideu lehce osvétlit.

Budeme opét uvazovat kvadratickou ucelovou funkei tvaru (3.19), plati tedy A = f” (x).
Pro libovolny bod x € R™ pomoci upravy derivace ucelové funkce plati

x* = A" 'b,
dosazenim za b a tpravou ziskame

X=A 7 Ax - f'(x) =x—-A'f (x).
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Tato rovnice nam tika, ze pifi provedeni minimalizace z libovolného x € R™ ve sméru
—A ' (x) se dostaneme timto krokem do bodu minima tcelové funkce. Nyni ukazeme,
ze pro metodu sdruzenych sméru toto plati pro krok £ = n — 1. Pro tento krok v metodé
sdruzenych gradientu z rovnice (3.29) plati

1

Q1

Ail (rn—l - rn) )

Spn—1 =
jelikoz se jednd o posledni krok metodou, tak vime, ze r,, = 0, potom tedy plati

1 1
A 1I'n_1 = —
Qn—1 Qn—1

AT (%n-1) s

Sp—1 =

Pti dosazeni této rovnice do (3.28) dostaneme
Xn = Xp—1 — Ailf, (Xn—l) ’

Coz je presné nase minimalizace, kterd sméfuje do bodu minima dané ucelové funkce.
Metoda proménné metriky tohoto vyuziva. Necht Z je libovolna symetrickd, pozitivné
definitni matice. Novy bod minimalizujici posloupnosti pro obecny k-ty krok je ziskan jako

Xkl = X — oszkf’ (Xk) s (347)

z ¢ehoz je vidét, ze se metoda bude snazit o postupné upravovani matice Zy tak, aby platilo
Z, = A~'. Stejné jako v metodé sdruzenych gradientti nyni mizeme vypocitat ay, tedy
koeficient udavajici délku kroku pfi jednorozmérné minimalizaci ve sméru —Zy ' (xy)

n—1
Xpn =Xp — Zakzkf/ (Xk) )
k=0

n—1
Xpn — X0 = —Z akzkf/ (Xk) )
k=0

Z toho pro A-sdruzené vektory —Zyf’ (xx) plati

(Zif' (xi)" A(xo—%0)  (Zef (xx))" (b— Axq)

(Zif' (xx))" A (Zif (xi)) (Zif' (xi))" A (Zif (xi))
_ £ (x0)" Zi.f' (xo) .
(Zif' (xi))" A (Zif (xi))

Rovnost

_ £ ()" Zif (xo) _ F(x0)" Zif' (x1)

(Zef (k)" A (Zif' (x))  (Zif (x0))" A (Zief' (x))
je mozné dokazat stejné jako ve Vété 3.8. Déle vyuzijeme vektoru s, definovaného jako

Sk = Xpy1 — X = —Zp [ (Xx) ,
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Nyni jiz nepocitame cely novy smérovy vektor, ale musime vypocitat matici Zj., 1, abychom
mohli pokracovat ve vypoctu

SkSL

s = Zop +
k+1 k SgASk

+C. (3.48)

Kdyz porovname tento vzorec s vzorcem vyuzivanym pro vypocet nového sméru pii pouziti
metody sdruzenych sméru, je ocividné jeden ¢len navic. Timto ¢lenem je Cj, které ma
za ulohu, stejné jako [is, u metody sdruzenych sméru, zajistit A-sdruzenost vektoru
So, - - -, Sg. Matice Cy musi byt urcena tak, aby bylo splnéno

Zy 1 Asy, = s
Dosazenim této rovnice do rovnice vyse a upravou ziskavame

SkSL
sT' Asy,
si = ZpAs, + s + CLAs,,

(Zy + Ci) As, = 0.

Zi1As, = ZiAsy + As; 4+ CLAsy,

Pro lepsi prehlednost provedeme substituci h, = Asy z definice s, muzeme tuto rovnost
prepsat téz jako hy = f’ (x441) — f’ (xx). Podminku vyse muzeme upravit do tvaru

(Zyhy) (Zkhk)T.

Crp=—
g h!Zh;,

Z této rovnice je dale jasné, ze musi platit hZZkhk # 0. Vlozenim posledni rovnice do
(3.48) a z definice hy ziskdme rovnici

sksf (Zkhk) (Zkhk)T

L1 =7+ — ) 3.49
ks F Sth hkahk ( )

Tato transformace ndm navic zachovava pozitivni definitnost matice Zy 1.

Véta 3.16. Necht je icelovd funkce tvaru (3.19), kde A je symetrickd, pozitivné definitni
matice. Pak vektory s, ..., Sp_1 jsou v libovolném k-tém kroku A-sdruzené a Z, = A™' =

(f" ()"

Dikaz. Plati
Zy1Asy = s,

pro k = 0 tedy spolu s definici hy, plati
Z1A80 = ZlhO = 8.

NapiSeme si pomocnou rovnici

1
Zlf/ (Xl) = 04_1 (Xl - XQ) = —a—17
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Jelikoz stejné jako u predeslych metod plati, ze smér derivace je kolmy k sméru, kterym
jsme se do daného bodu dostali, tak muzeme dokazat

0=slf (x1) = (Z1Aso)" [/ (x1) = (Aso)" Z1f (x1) = —ailsgAsl.

Toto nam dokazuje platnost A-sdruzenosti pro prvni dva vektory s. Pro dokazani této
vlastnosti pro s; a sy polozime

ZQA.Sl = Zghl = S1.

V dukazu bychom pokracovali stejné jako u predchoziho kroku. Nyni se pokusime dokézat
A-sdruzenost vektoru sy a s;. Z A-sdruzenosti vektoru sg,s; a z rovnosti sof’ (x1) = 0
vyvodime rovnici

Sg (f, (Xl) + ASl) =0.
Z definice hy vime, ze f'(x3) = f'(x1) + Asy, tedy plati

Sof/ (Xg) =0.
Opét vytvorime pomocnou rovnici

1 So
Zof' (x9) = — (x93 — x3) = ——
o 2) = — (2 = xg) = — 2
Potom vyuzijeme toho, Ze pokud vyndsobime rovnici (3.49) ¢lenem Asy, tak ndm vyjde
rovnice ZoAsg = Z1Asy = sg, jelikoz jsou ostatni ¢leny diky A-sdruzenosti vektoru s, s;
nulové. Nyni muzeme upravit

0 =sof (x2) = (ZaAsg)" [ (x2) = (Asg) Zof' (x3) = —isgASQ.

%)
Nyni jsme dokazali, ze vzorce
ZiAs; =s;, pro0<i<Ek, (3.50)
siAs; =0, pro0<i<j<k, (3.51)
sTf'(xx) =0, pro0<i<k, (3.52)

mohou byt dokézany indukeci pro k. Pro £ = 0,1 jsme platnost jiz dokazali. Nyni tedy
predpokladejme, ze vzorce plati pro k a dokazeme, ze plati pro k + 1. Pro i = k plati
vzorec (3.52) z definice metody. Prozkoumame tedy celou moznost i < k. Vyjdeme z
rovnice

I Xir1) = f (1) = A (X1 — Xip1) = A (X1 — X + X — Xpe1) + -« + X2 — Xi1)-
Pomoci definice s, ziskame
J (Xeg1) = f (%iv1) + A(sigr + .. +sg)
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Celou rovnici vynasobime s;
sif' (%k11) =87 [ (Xir1) + 8] A (s + .. +54) =0,

Tato rovnost plati z naseho predpokladu platnosti A-sdruzenosti vektoru sg, ..., s;. Timto
jsme dokézali rovnici (3.52). Nyni dokdzeme rovnici (3.50). Opét z A-sdruzenosti vektoru
S, - - -, Sg plati

(Zyhy)" As; = hl (Z,As;) = sT As; = 0.

Pokud tedy obé strany rovnice (3.49) vyndsobime As; ziskdme pfi pouziti rovnice vyse
Zk+1ASi = Zk‘ASZ = S,

jelikoz kromé ¢lenu Zj budou oba zbyvajici ¢leny na pravé strané rovnice (3.49) po vyndsobeni
rovny nule. Nyni sta¢i dokdzat rovnici (3.51). Vyjdeme z jiz dokdzané rovnice (3.52)

1

0=s{f (Xir1) = (ZiniAsp)" ' (Xpp1) = SpAZgsr f (Xep) = —akHS;;FASkH-
Déle plati
s{Aspin = (As)" (—akn Zioaf' (xk11)) = —rr (ZenAs)" [ (xp1) =
= —aps; (f (xp) + Asg) = 0.
Timto je dokdzana A-sdruzenost vektoru sg,...,si_1 pro libovolny k-ty krok. Z tohoto

vyplyvé, ze vektor f’ (x,) musi byt roven nule, jelikoz je ortogondlni k n linedrné nezavislym
vektorum sy, . ..,s,_1. Timto zpusobem pro

Z,As,=s;, proi=0,1,...,n—1,

musi platit
Z,A =1, neboli Z,=A""

]

Priklad 15. Metodou proménné metriky najdéte minimum funkce tvaru (3.19), pro kterou

plati
4 2 2
(a3) v (0)

’ / . , T , , . . . 1 -
za vychozi bod si zvolime x¢ = (0;0)" a tvodni aproximaci matice A~! jako

10
w0 1)
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Reseni. Jako prvni zjistime hodnotu derivace v bodé xg

s (1)()-(2)-(3)

Pomoci této derivace muzeme zjistit koeficient udavajici délku posunu do nasledujiciho
bodu minimalizujici posloupnosti a nasledné i tento bod

f! (XO)T Zyf' (Xo)
(Zof (x%0))" A (Zof' (x0))

e amrter= () 0} 1) (7)-(%)

Nyni musime spoc¢itat pomocné vektory hy a sy, abychom mohli zjistit nasledujici aproxi-
maci matice A~

(%)
So = X1 —Xp = 0 )

4 2 0,5 o 2
s (5 5 ) () =(1)

08y (Zoho) (Zoho)T 0,45 —0,4

7, =Zo+ 050 — .
PR SThy hZoh, ( —0,4 0,8 )

Nyni médme jak novy bod minimalizujici posloupnosti tak novou aproximaci, muzeme tedy
zacit druhy krok.

f’(xﬁ—Axl—b—(;l g)(oo5)‘<§)_((1)>

V tomto kroku vypocitany bod minimalizujici posloupnosti jiz bude hledany bod minima

) Zof (x) 0.695
(Zof (x1))" A(Zof (x1))

0,5 0,45 —0,4 0 0,5
X2:X1_O‘1Z1f/(xl):< 0 )_0’625< 04 08 )(1>:( 0 >:
(05025 _ (075
L o -0,5 ) \ =0,5 )"

Pro ovéteni, ze jsme skuteéné v bodé minima vypocitame hodnotu derivace ucelové funkce
v tomto bodé

re-am-n=(3 () -(0)-()-(C)-(0)
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Pokud spo¢itdme matici Zo, tak muzeme ovétit, ze plati Zo = A"

T (Zihy) (Zhy)" —
%:%+?ﬁ_(12(u):(Qw5 Q%):A{
s1 hy h;Z,h, —-0,25 0,5
Tato konkrétni varianta metody byla vyvinuta matematiky Davidonem, Fletcherem a
Powellem. Casto je tedy nazyvana DFP metodou. Spolu s ostatnimi kwazinewtonovskymi
metodami patii mezi nejefektivnéjsi vypocetni postupy z hlediska praktickych vysledku.
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pro kvadratické funkce, 37
s drobenim kroku, 46
newtonova, 63
newtonovska, 63
paralelnich tecen, 44
pasivni, 7
proménné metriky, 68
sdruzenych sméru, 49
nultého radu, 60
pro kvadratické funkce, 49
pro nekvadratické funkce, 57
tecen, 20
vicerozmeérné optimalizace, 30
zlatého tezu, 17
minimalizujici posloupnost, 5

nezavislost vektoru, 50
opérny bod, 32

pozitivni semidefinitnost, 55
pozadavek presnosti vypoctu, 6

silnd kovexita, 64

soustava linearnich rovnic, 37
soutradnicové hledani, 31
stacionarni bod, 48

Tayloruv mnohoclen, 38

unimodalnost, 7
ucelova funkce, 5

vlastni hodnoty matice, 40

zlaty tez, 17



Rejstirik proménnych

(Sefazeny podle prvniho pouziti v praci, udavané s ¢islem stranky)

X, X - vychozi bod, pocateéni aproximace, (7)

Tg, Xp - bod minimalizujici posloupnosti (zpravidla nalezeny po k-tém kroku),(7)

g - koeficient uddvajici délku kroku & + 1, (7)

Sk, Sk - smér jednorozmérné minimalizace pro krok k + 1, (7)

¥, x* - skuteény bod minima tcelové funkce, (7)

A - koeficient presnosti, (8)

a,b - hrani¢éni body intervalu lokalizace minima, (10)

F, - ¢len Fibonacciho posloupnosti lezici na misté n + 1, (13)

Y,z - délici body intervalu lokalizace minima, (14)

Ak - podinterval puvodniho intervalu tvoreny pii vypoétu Fibonacciho
metodou, (14)

T - pomér zlatého fezu, (19)

c,d - délici body intervalu lokalizace minima pro metodu kvadratické
interpolace, (26, 27)

F(z),F (x) - aproximace ucelové funkce, (26, 66)

d - vektor délek krokt pii jednorozmérnych optimalizacich, (33)

X - testovany bod pri souradnicovém vyhledavani nebo hledani ve sméru
opérného bodu, (33)

X - doposud nalezené minimum soutradnicovym vyhledavanim, (33)

A - matice kvadratické ucelové funkce, (39)

b - linedrni ¢len v kvadratické ucelové funkci, (39)

H - Hesseho matice, matice druhych derivaci, (40)

An - vlastni hodnoty matice A, (42)

v - koeficient drobeni kroku, (48)

r - antigradient, zaporna hodnota gradientu, (52)

Ok - ¢len zajistujici A-sdruzenost vektorti sméru jednorozmérné
optimalizace, (52)

Vi - pomocny bod nalezeny jednorozmérnou optimalizaci, (63)

Z) - nové nalezené smeéry jednorozmérnych minimalizaci v metodé
sdruzenych sméru nultého fadu, (63)

Zy, - aproximace Hesseho matice, (71)
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