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pramen̊u a literatury.
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Vedoućı diplomové práce: prof. RNDr. Ondřej Došlý, DrSc., RNDr. Ladislav Adamec, CSc.
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2.2.1 Metoda tečen (Newtonova metoda) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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Předmluva

Ačkoliv se to patrně většině čtenář̊u několika stran tohoto d́ıla nemuśı jevit jako něco z
reálného života, tak neustálé optimalizováńı je pro lidskou mysl zcela přirozené. Naprosto
triviálńı situace, o kterých ani nepřemýšĺıme jako o matematice, jsou ve své podstatě mini-
malizačńı nebo maximalizačńı procesy. Jdeme-li do obchodu cokoliv koupit, vybrat dárek
pro někoho bĺızkého, nebo když jen zvažujeme, jak stráv́ıme volný čas, tak vlastně v naš́ı
hlavě prob́ıhaj́ı série optimalizaćı a porovnáváńı výsledk̊u.

Naše myšleńı je však zároveň geniálńı i omezené. Dokáže obej́ıt mnohdy složité mate-
matické postupy a ř́ıci nám, která volba je pro nás zřejmě nejvýhodněǰśı. Bez použit́ı tužky,
paṕıru nebo poč́ıtače a mnohdy tak automaticky, že si ani neuvědomı́me, že jsme v̊ubec o
něčem rozhodovali. Avšak k tomu, aby naše optimalizace byly efektivńı, potřebujeme již
dř́ıve źıskané zkušenosti. Jak by člověk věděl, jestli je třeba daná cena mrkve adekvátńı,
kdyby nikdy mrkev nekupoval? V př́ıpadě mrkve by člověk asi obětoval nějaké peńıze a
nové zkušenosti si t́ımto zp̊usobem źıskal. K čemu však dospějeme, když nabyt́ı těchto
zkušenost́ı je př́ılǐs nákladné, časově náročné nebo jinak rizikové? V tomto př́ıpadě nastu-
puje ”opravdová” matematika, jak si ji představuje většina lid́ı.

Tato práce popisuje některé tyto matematické optimalizačńı postupy a metody. Zač́ıná
teoretickým základem optimalizace, pokračuje metodami jednorozměrnými a posledńı ka-
pitola je věnována metodám v́ıcerozměrné optimalizace a jej́ım modifikaćım. Toto d́ılo
však nebylo vytvořeno s ćılem odhalit nějakou doposud nepoznanou vědomost, ale nast́ınit
čtenáři určité principy či postupy optimalizace. Mým ćılem neńı předat technické znalosti,
ale pomoci přemýšlet o běžných věcech v trochu jiné rovině než je obvyklé.

”
Nejpozoruhodněǰśı na člověku je jeho schopnost myšleńı.“

Aristotelés ze Stageiry
(384-322 př.n.l)
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Kapitola 1

Koncept metod nepodmı́něné
minimalizace

Necht’ X ⊂ Rn je konvexńı množina a uvažujme na X konvexńı funkci. Naš́ı snahou je
naj́ıt bod x∗ ∈ X v němž funkce f nabývá na X svého minima. Tuto minimalizovanou
funkci budeme nazývat funkćı účelovou. V mnoha praktických př́ıpadech neznáme explicitńı
vyjádřeńı funkce f ani jej́ı derivace, nemůžeme tedy použ́ıt k hledáńı minima standardńı
minimalizačńı postup pomoćı derivaćı. Jelikož však neexistuje obecný postup, kterým by
se ř́ıdily všechny metody v tomto textu prob́ırané, je zde popsán obecný postup řešeńı
jedné z jednodušš́ıch skupin metod. Obecný postup při řešeńı takovéhoto problému nám
nast́ıńı teoretickou koncepci stoj́ıćı za všemi metodami nepodmı́něné minimalizace.

Zvoĺıme počátečńı bod x0 6= x∗. Tato volba je často určena př́ımo použitou metodou.
Jelikož se v bodě x∗ nacháźı minimum funkce f(x), muśı platit

∆f (x0) = f (x∗)− f (x0) < 0. (1.1)

Nyńı se pokuśıme z bodu x0 posunout co nejbĺıže bodu x∗, přitom jeden krok tohoto
posunu budeme definovat jako

∆xk = xk+1 − xk = αksk, (1.2)

kde αk udává délku kroku a sk jeho směr. Krok nás přibĺıžil minimu, pokud bude splněno

∆f (xk) = f (xk+1)− f (xk) < 0. (1.3)

Posloupnosti bod̊u splňuj́ıćı tuto podmı́nku se ř́ıká minimalizuj́ıćı posloupnost.

Je d̊uležité si uvědomit, že jedńım krokem jsme se k minimu jen přibĺıžili a při konečném
počtu krok̊u se tedy výsledný bod nemuśı rovnat bodu minima 1. Metody nepodmı́něné mi-
nimalizace ve většině př́ıpad̊u dávaj́ı jen odhad bodu minima. Proto je často pro ukončeńı
procesu výpočtu použita předem zvolená podmı́nka, za které se proces ukonč́ı a posledńı

1Existuj́ı i př́ıpady, kdy minima neńı možno danou metodou dosáhnout v konečném počtu krok̊u v̊ubec.
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KAPITOLA 1. KONCEPT METOD NEPODMÍNĚNÉ MINIMALIZACE

zjǐstěný bod je prohlášen za minimum účelové funkce. Toto omezeńı je zpravidla reprezen-
továno skalárem, který označ́ıme ∆ a nazveme koeficientem přesnosti. Samotná podmı́nka
může být definována r̊uzně - často pracuje se vzdálenost́ı bod̊u ve dvou po sobě následuj́ıćıch
kroćıch.

Naš́ım ćılem tedy v každém kroku bude naj́ıt takový vektor ∆xk, který by nás přibĺıžil
co nejbĺıže k hledanému minimu, v nejlepš́ım př́ıpadě př́ımo t́ımto minimem procházel.
Metody opakuj́ıćı dokola stejný postup jednoho kroku se nazývaj́ı metodami iteračńımi a
jeden krok označ́ıme za jednu iteraci. Možnost́ı jak volit délku korku αk a směr kroku sk je
několik - lǐśı se v jednoduchosti, rychlosti konvergence a přesnosti určeńı minima. Obecně
lze ř́ıci, že č́ım je proces nalezeńı délky a směru kroku složitěǰśı a časově náročněǰśı, t́ım je
metoda přesněǰśı v odhadu minima.
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Kapitola 2

Metody jednorozměrné optimalizace

Metody jednorozměrné optimalizace jsou nejjednodušš́ı optimalizačńı metody a d́ıky
své snadno pochopitelné grafické interpretaci vhodné pro osvojeńı si prvńıch znalost́ı o
optimalizaci. Samostatně nemaj́ı mnoho praktických použit́ı, ale využ́ıvaj́ı se u metod
v́ıcerozměrné optimalizace, které se výpočtem převáděj́ı právě na optimalizaci jednorozměr-
nou.

Důležitým aspektem při děleńı metod do jednotlivých skupin je, zda je metoda ak-
tivńı nebo pasivńı. Pasivńı metody maj́ı předem daný pr̊uběh a výsledky źıskané před
dokončeńım iterace (např́ıklad naměřené funkčńı hodnoty) nemaj́ı vliv na žádný z daľśıch
krok̊u v pr̊uběhu dané iterace. Tyto metody jsou zpravidla náročněǰśı na počet zjǐst’ovaných
hodnot nebo při stejném počtu zjǐst’ovaných hodnot méně přesné v porovnáńı s meto-
dami aktivńımi, kde se rozhodujeme o daľśım postupu na základě informaćı zjǐstěných v
dané iteraci. Pasivńı metody však mohou mı́t své využit́ı. Např́ıklad, pokud je zjǐst’ováńı
funkčńıch hodnot časově náročné, ale je možné zjǐst’ovat v́ıce funkčńıch hodnot zároveň. V
takovém př́ıpadě by byl výpočet pomoćı aktivńı metody velice zdlouhavý, jelikož bychom
v každém kroku čekali na výsledek, zat́ımco při použit́ı metody pasivńı bychom prohledali
celý uvažovaný interval najednou. Jelikož jsou pasivńı metody obecně jednodušš́ı, pod́ıváme
se jako prvńı na metodu pasivńı a dále již na metody aktivńı.

Nejdř́ıve se zaměř́ıme na metody, které nevyžaduj́ı znalost samotné účelové funkce f (x)
ve všech bodech intervalu, kde hledáme minimum ani jej́ıch derivaćı, tedy na metody ne-
gradientńı. Tyto metody slouž́ı k hledáńı intervalu lokalizace minima - tento interval bude
nejmenš́ım intervalem, ve kterém se minimum s určitost́ı nacháźı. Velikost tohoto intervalu
bude záviset na zvolené metodě a na daľśıch parametrech metody samotné. Dále si ukážeme
metodu, která využ́ıvá derivace účelové funkce, tedy patř́ı do skupiny metod gradientńıch,
nakonec se seznámı́me s metodou, která bude př́ımo odhadovat minimum pomoćı aproxi-
mace účelové funkce a hledáńı minima této aproximace. Jedná se o metodu interpolačńı.

Jelikož konvexnost funkćı je př́ılǐs silná a omezuj́ıćı podmı́nka, zavedeme si slabš́ı pojem,
který bude vyhovovat většině zde popisovaných metod:

Definice 1. Řekneme, že funkce f : [a, b] → R je unimodálńı, jestliže existuje x∗ nálež́ıćı
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KAPITOLA 2. METODY JEDNOROZMĚRNÉ OPTIMALIZACE
2.1. KOMPARATIVNÍ METODY

do intervalu [a, b] takové, že f je klesaj́ıćı (rostoućı) na [a, x∗) a rostoućı (klesaj́ıćı) na
(x∗, b].

2.1 Komparativńı metody

Prvńı metody, kterými se budeme zabývat, slouž́ı k řešeńı problému, kdy neznáme
ani funkci f (x) ani jej́ı derivace. Jediné co můžeme zjistit je funkčńı hodnota v určitém
bodě a tyto hodnoty porovnávat. Z tohoto d̊uvodu jsou tyto metody nazývány metodami
komparativńımi. Metody se setkávaj́ı s protich̊udnými požadavky na minimalizaci počtu
bod̊u, jejichž funkčńı hodnotu muśıme zjistit a na minimalizaci intervalu lokalizace minima
zaručuj́ıćı větš́ı přesnost.

2.1.1 Rovnoměrné děleńı intervalu

Mějme na intervalu 〈a, b〉 definovanou spojitou unimodálńı účelovou funkci f (x) s mini-
mem v bodě x∗. Naš́ım úkolem je naj́ıt takový interval lokalizace minima, aby bod minima
nebyl vzdálený od středu tohoto intervalu v́ıce než o zadaný koeficient přesnosti ∆.

Jako výchoźı bod x0 zvoĺıme hraničńı bod a a budeme vytvářet posloupnost bod̊u
xk+1 = xk + αksk, v nichž budeme zjǐst’ovat funkčńı hodnotu. Rozděleńım intervalu 〈a, b〉
pomoćı N bod̊u źıskáme N + 1 podinterval̊u. Jelikož se volba xk+1 odehrává na př́ımce,
tedy v jednorozměrném prostoru, směr kroku bude vždy sk = 1, vyjadřuj́ıćı postup z bodu
a do bodu b. Pokud bychom se rozhodli postupovat naopak, byl by směr sk = −1. Délku
jednoho kroku lze vyjádřit

αk =
b− a
N + 1

. (2.1)

Pro objasněńı optimálńıho zvoleńı počtu bod̊u N muśıme zjistit v́ıce o metodě samotné. Jak
můžeme vidět na obrázku ńıže, při nalezeńı minimálńı funkčńı hodnoty v bodech vytvořené
posloupnosti nemůžeme jednoznačně určit jediný interval 〈xk, xk+1〉 jako interval obsahuj́ıćı
bod minima účelové funkce.
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KAPITOLA 2. METODY JEDNOROZMĚRNÉ OPTIMALIZACE
2.1. KOMPARATIVNÍ METODY

Tato nejednoznačnost plyne z toho, že nev́ıme, zda se bod opravdového minima nacháźı
bĺıže k bodu a nebo k bodu b od bodu s minimálńı zjǐstěnou funkčńı hodnotou. Proto za
konečný interval lokalizace minima zvoĺıme takový interval 〈xk−1, xk+1〉, pro který plat́ı

f (xk) ≤ f (xk−1) , f (xk) ≤ f (xk+1) ,

tj. xk je takový bod, že

f(xk) = min {f(xj), j = 1, . . . , N} .

Tento interval je nejmenš́ım podintervalem p̊uvodńıho intervalu, ve kterém se bude bod
minima s jistotou nacházet. Jelikož xk+1 je středem konečného intervalu lokalizace minima
a vzdálenost bodu minima od středu tohoto intervalu nesmı́ být větš́ı než přesnost ∆ je
vidět, že maximálńı velikost intervalu 〈xk, xk+2〉 muśı být 2∆. Z toho vyplývá, že velikost
intervalu mezi dvěma sousedńımi body děleńı muśı být menš́ı nebo rovna přesnosti ∆, tedy

αk = xk+1 − xk ≤ ∆. (2.2)

Z rovnic (2.1) a (2.2) můžeme odvodit omezeńı pro počet bod̊u N děĺıćıch interval 〈a, b〉

b− a
N + 1

≤ ∆,

b− a ≤ ∆(N + 1),

b− a
∆
− 1 ≤ N. (2.3)

V posledńı rovnici nastává rovnost v př́ıpadě, že délka intervalu 〈a, b〉 je dělitelná koeficien-
tem udávaj́ıćım požadovanou přesnost. Pokud neńı tato podmı́nka splněna, tak optimálńı
N je nejbližš́ı celé č́ıslo vyšš́ı než b−a

∆
− 1, jelikož bude vyhovovat požadavku přesnosti a

bude nejmenš́ı možné. Tato podmı́nka lze zapsat jako

b− a
∆
− 1 ≤ N <

b− a
∆

(2.4)

Nyńı máme veškeré teoretické znalosti potřebné k výpočtu pomoćı rovnoměrného děleńı
intervalu.

Př́ıklad 1. Na intervale 〈0, 15〉 najděte bod minima funkce f(x) s požadovanou přesnost́ı
∆ = 2 pomoćı metody rovnoměrného děleńı intervalu. Vı́te, že f (0) = 7 a f (15) = 7, 84.

Řešeńı. Nejdř́ıve zjist́ıme počet bod̊u rozděluj́ıćıch interval 〈0, 15〉.

b− a
∆
− 1 =

15− 0

2
− 1 = 6, 5 ≤ N.
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KAPITOLA 2. METODY JEDNOROZMĚRNÉ OPTIMALIZACE
2.1. KOMPARATIVNÍ METODY

Jelikož délka p̊uvodńıho intervalu neńı dělitelná koeficientem přesnosti muśıme doplnit
druhou nerovnici.

N <
b− a

∆
= 7, 5.

Z těchto dvou nerovnic źıskáváme N = 7. Nyńı v́ıme, že interval bude rozdělen pomoćı
sedmi bod̊u na osm podinterval̊u. Délka jednoho podintervalu bude

αk =
b− a
N + 1

=
15− 0

7 + 1
= 1, 875.

Při znalosti délky podintervalu můžeme rozdělit interval 〈0, 15〉 a zjistit funkčńı hodnoty
v jednotlivých bodech. Předpokládejme, že jsme nějakým zp̊usobem, např́ıklad měřeńım,
nalezli funkčńı hodnoty tak, jak jsou uspořádány v následuj́ıćı tabulce.

k a 1 2 3 4 5 6 7 b
xk 0 1,875 3,75 5,625 7,5 9,375 11,25 13,125 15

f (xk) 7,000 5,175 3,902 3,180 3,01 3,390 4,322 5,805 7,84

Bod minima je x4 = 7, 5 s funkčńı hodnotou f (x4) = 3, 01. Interval lokalizace minima
bude v tomto př́ıpadě 〈x3, x5〉, tedy 〈5, 625; 9, 375〉.
Nyńı předpokládejme, že hodnoty v tabulce jsou funkčńı hodnoty hledané funkce. Pak
můžeme porovnat nalezené minimum s minimem skutečným. Účelová funkce má rovnici

f (x) = (2− 0, 28x)2 + 3.

Skutečný bod minima je v bodě 7,1428 s funkčńı hodnotou f (7, 1428) = 3. Skutečný bod
minima jsme minuli o 0,357. Ve funkčńı hodnotě je naše nepřesnost rovna 0,01.
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KAPITOLA 2. METODY JEDNOROZMĚRNÉ OPTIMALIZACE
2.1. KOMPARATIVNÍ METODY

min

f(a)

f(x1)

f(x2)

f(x3) f(x4)
f(x5)

f(x6)

f(x7)

f(b)

0 1.875 3.75 5.625 7.5 9.375 11.25 13.125 15

a x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 b

2.1.2 Fibonacciho metoda

Mějme opět spojitou unimodálńı účelovou funkci f (x) definovanou na intervalu 〈a, b〉. Dále
popsaná metoda je založená na Fibonacciho posloupnosti

{Fn}∞n=0 = {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...}

Posloupnost lze též zapsat rekurentńım vzorcem s počátečńı podmı́nkou

Fn+2 = Fn+1 + Fn, F0 = F1 = 1.

pro n = 0, 1, 2, ....

Prvotńım, u této metody velice d̊uležitým krokem bude zvoleńı počtu krok̊u metody.
Jelikož však doposud nemáme dostatek znalost́ı o funkčnosti metody odlož́ıme tuto volbu
na později. Zat́ım jen označ́ıme N pozici v Fibonacciho posloupnosti, kterou bychom zvolili
pomoćı požadované přesnosti, kde FN je hodnota na této pozici ve Fibonacciho posloup-
nosti.

Jak již bylo zmı́něno na počátku, všechny metody nemaj́ı stejný obecný postup a po-
stup řešeńı Fibonacciho metody je lehce odlǐsný od předchoźı metody - jedná se o metodu
aktivńı, zat́ımco metoda předcházej́ıćı je metodou pasivńı. Metoda stále pracuje v kroćıch,
avšak nyńı při každém kroku zmenš́ıme interval lokalizace minima a v kroku následuj́ıćım
pracujeme jen s t́ımto zmenšeným intervalem. Interval, který po uplynut́ı zvoleného počtu
krok̊u z̊ustane, je hledaným intervalem lokalizace minima.
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Označme a0 = a, b0 = b. Nyńı výraz
|b0 − a0|

označuje velikost intervalu 〈a, b〉.
Postupně budeme tvořit posloupnost reálných č́ısel

λi =
FN−i
FN
|b0 − a0|, (2.5)

kde λ0 označuje celý interval 〈a, b〉 a následuj́ıćı λi označuj́ı postupně se zmenšuj́ıćı podin-
tervaly. Na začátku výpočtu vypočteme λ1 a λ2 a polož́ıme

y0 = a0 + λ2, z0 = a0 + λ1. (2.6)

Nyńı nastává část metody využ́ıvaj́ıćı možnosti zjistit funkčńı hodnotu v daných bodech.
Zjist́ıme funkčńı hodnotu v bodech y0 a z0 a tyto funkčńı hodnoty porovnáme. Mohou na-
stat tři následuj́ıćı situace. V každé z nich se provede přeznačeńı některých z již nalezených
bod̊u a doplněńı chyběj́ıćıho čtvrtého bodu s t́ım, že se interval lokalizace minima zmenš́ı
o λ2 = 1− λ1 (obecně o λk+1, kde k označuje č́ıslo kroku, přičemž prvńı krok má č́ıslo 1).

Následuj́ıćı možnosti budou zapsány pro obecný k-tý krok.

Možnost a) f (yk−1) ≤ f (zk−1)
Provedeme přeznačeńı

ak = ak−1, bk = zk−1, zk = yk−1.

Jelikož nám v tomto př́ıpadě vypadl bod y, doplńıme ho s pomoćı λk+2

yk = ak + λk+2.

Možnost b) f (yk−1) ≥ f (zk−1)
Provedeme přeznačeńı

ak = yk−1, bk = bk−1, yk = zk−1.

Jelikož nám v tomto př́ıpadě vypadl bod z doplńıme ho s pomoćı λk+2

zk = bk − λk+2.

Možnost c) f (yk−1) = f (zk−1)
V tomto př́ıpadě nezálež́ı na tom, jaký bod zvoĺıme. Můžeme se libovolně rozhodnout mezi
postupem a) nebo b).

T́ımto postupem jsme interval lokalizace minima zmenšili v k-tém kroku o λk+1 a máme
připraveny všechny body ak, bk, yk, zk pro daľśı krok.
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2.1. KOMPARATIVNÍ METODY

Na počátku kroku k = N − 1 se výpočet dostane do situace, kdy

yk−1 = zk−1.

Pro konečné zmenšeńı intervalu lokalizace minima však potřebujeme tyto body rozd́ılné,
proto mı́sto vypočteného zk−1 využijeme

zk−1 = yk−1 + ε1,

kde ε ∈ R je dostatečně malé a provede se krok N − 1, v tomto př́ıpadě již bez zjǐst’ováńı
polohy nových yk, zk.

Nyńı už známe metodu dostatečně k tomu, abychom v závislosti na předem zadané
přesnosti ∆ mohli adekvátně zvolit N .

Věta 2.1. Necht’ N ∈ N je libovolné. Po uplynut́ı N −1 krok̊u Fibonacciho metody z̊ustane
interval lokalizace minima o velikosti

λN =
FN−N
FN

|b0 − a0| =
1

FN
|b0 − a0|. (2.7)

Z tohoto vyplývá, že parametr N muśı být zvolen tak, aby

1

FN
|b0 − a0|

2
≤ ∆, (2.8)

kde ∆ udává požadovanou přesnost výpočtu.

D̊ukaz. Délka výsledného intervalu lokalizace minima lze zapsat jako

λN = λ0 − λ2 − λ3 − . . .− λN .

Tuto rovnici můžeme s použit́ım vzorce (2.5) rozepsat do tvaru

F0

FN
|b0 − a0| =

FN
FN
|b0 − a0| −

FN−2

FN
|b0 − a0| −

FN−3

FN
|b0 − a0| − . . .−

F0

FN
|b0 − a0|.

Jelikož však maj́ı všechny zlomky stejný jmenovatel a všechny záviśı na stejné délce
p̊uvodńıho intervalu můžeme ekvivalentně dokázat rovnici

F0 = FN − (FN−2 + FN−3 + . . .+ F0). (2.9)

Protože součet dvou po sobě jdoućıch č́ısel Fibonacciho posloupnosti dává č́ıslo následuj́ıćı
muśı platit

FN = FN−1 + FN−2.

1Stejně můžeme využ́ıt i yk−1 = zk−1 − ε. Znaménko v této rovnici nehraje d̊uležitou roli. Významné
je jen, aby bylo možné porovnat funkčńı hodnoty v dvou rozd́ılných bodech.
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Dosazeńım do rovnice (2.9) a odečteńım členu FN−2 źıskáme

F0 = FN−1 − (FN−3 + FN−4 + . . .+ F0).

Dále plat́ı
FN−1 = FN−2 + FN−3.

Opět dosad́ıme a źıskáváme

F0 = FN−2 − (FN−4 + FN−5 + . . .+ F0).

Při opakováńı tohoto postupu dostatečně mnohokrát pro zvolené N dostaneme

F0 = F4 − (F2 + F1 + F0).

Z definice plat́ı
F4 = F3 + F2,

z čeho vyplývá posledńı rovnice

F0 = F3 − F1 − F0,

tedy
1 = 1.

Dokázali jsme, že v čitateli námi hledaného zlomku udávaj́ıćı velikost intervalu lokalizace
minima bude F0 = 1, tedy délka tohoto intervalu bude

F0

FN
|b0 − a0| =

1

FN
|b0 − a0|.

T́ımto jsme dokázali rovnici (2.7). Nerovnici (2.8) źıskáme, když požadujeme, aby bod
skutečného minima nebyl od středu námi zvoleného intervalu lokalizace minima vzdálen o
v́ıce jak zadanou přesnost ∆.

Př́ıklad 2. Na intervale 〈0, 15〉 najděte bod minima funkce f(x) pomoćı Fibonacciho
metody.

Řešeńı. Jak již bylo zmı́něno výše, počet krok̊u Fibonacciho metody př́ımo záviśı na
předem zvoleném parametru N . Abychom mohli porovnat výsledky jednotlivých metod,
zvoĺıme N tak, aby počet zjǐst’ovaných hodnot (např. měřeńım) byl stejný jako u metod
ostatńıch. Pro náš př́ıklad tedy N = 6, FN = 13.

Pro začátek metody v́ıme, že a0 = 0, b0 = 15. Prvńı dva body děleńı źıskáme dosazeńım
do vzorce

y0 = a0 + λ2 =
FN−2

FN
|b0 − a0| =

F4

F6

|b0 − a0| =
5

13
· 15 = 5, 769
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z0 = a0 + λ1 =
FN−1

FN
|b0 − a0| =

F5

F6

|b0 − a0| =
8

13
· 15 = 9, 230

Porovnáńım funkčńıch hodnot źıskáme

f(y0) = f(5, 769) = 3, 147 < f(z0) = f(9, 230) = 3, 341.

Nastává možnost a) v našem rozděleńı. Pomoćı přeznačeńı omeźıme interval lokalizace
minima na interval 〈0; 9, 230〉.

a1 = a0 = 0, b1 = z0 = 9, 230, z1 = y0 = 5, 769.

Následuj́ıćı y1 vypočteme ze vzorce

y1 = a1 + λ3 =
FN−3

FN
|b0 − a0| =

F3

F6

|b0 − a0| =
3

13
· 15 = 3, 461.

Porovnáńım funkčńıch hodnot źıskáme

f(y1) = f(3, 461) = 4, 062 > f(z1) = f(5, 769) = 3, 147.

Nastává možnost b) v našem rozděleńı. Pomoćı přeznačeńı omeźıme interval lokalizace
minima na interval 〈3, 461; 9, 230〉.

a2 = y1 = 3, 461, b2 = b1 = 9, 230, y2 = z1 = 5, 769.

Následuj́ıćı z2 vypočteme ze vzorce

z2 = b2 − λ4 = b2 −
FN−4

FN
|b0 − a0| = b2 −

F2

F6

|b0 − a0| = 9, 230− 2

13
· 15 = 6, 922.

Krok 3:

Porovnáńı funkčńıch hodnot:
f(y2) = f(5, 769) = 3, 147 > f(z2) = f(6, 922) = 3, 003.

Źıskáńı nových hraničńıch a děĺıćıch bod̊u:
a3 = y2 = 5, 769, b3 = b2 = 9, 230, y3 = z2 = 6, 922,

z3 = b3 − λ5 = b3 −
FN−5

FN
|b0 − a0| = b3 −

F1

F6

|b0 − a0| = 9, 230− 1

13
· 15 = 8, 076.

Krok 4:

Porovnáńı funkčńıch hodnot:
f(y3) = f(6, 922) = 3, 003 < f(z3) = f(8, 076) = 3, 068,

Źıskáńı nových hraničńıch a děĺıćıch bod̊u:
a4 = a3 = 5, 769, b4 = z3 = 8, 076, z4 = y3 = 6, 922,

y4 = a4 + λ6 = a4 +
FN−6

FN
|b0 − a0| = a4 +

F0

F6

|b0 − a0| = 5, 769 +
1

13
· 15 = 6, 922.
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Nyńı náš př́ıklad dospěl do stavu, kdy y4 = z4. Můžeme si zvolit, zda zvýš́ıme hodnotu
z4 (laicky řečeno posuneme bod z4 doprava od bodu y4), nebo sńıž́ıme hodnotu y4 (laicky
řečeno posuneme bod y4 doleva od bodu z4). My zde zvoĺıme přeznačeńı z4 = y4 + ε. V
našem konkrétńım př́ıkladě bude adekvátńı z4 = 6, 953.

y4 = f(6, 922) = 3, 0037 > z4 = f(6, 953) = 3, 0028.

Posledńım přeznačeńım źıskáme konečné ohraničeńı intervalu lokalizace minima.

a5 = y4 = 6, 922, b5 = b4 = 8, 076.

Pokud si jako odhad minima hledané funkce zvoĺıme střed takto źıskaného intervalu loka-
lizace minima źıskáme hodnotu xmin = 7, 5 s funkčńı hodnotou f (xmin) = 3, 01.

0 3.461 5.769 6.922

7.5

8.076 9.230 15

krok 1

krok 2

krok 3

krok 4

krok 5

Jelikož jsme použili tuto metodu na stejnou funkci jako v předešlém př́ıpadě i zde je mini-
mum v bodě 7,1428 s funkčńı hodnotou f (7, 1428) = 3. Skutečný bod minima jsme minuli
o 0,357. Ve funkčńı hodnotě je naše nepřesnost rovna 0,01.

Využili jsme stejně, jako u předchoźıho př́ıpadu, zjǐstěńı sedmi funkčńıch hodnot (pro
přehlednost je z grafu vynechána hodnota 6,953). Mezi zjǐst’ované hodnoty poč́ıtáme i hod-
notu finálńıho odhadu minima. Pokud bychom nevyžadovali znalost tohoto odhadu, je
možné poč́ıtat př́ıklad pro hodnotou parametru N = 7 pro vyšš́ı výslednou přesnost. Bod,
ve kterém odhadujeme minimum je sice stejný jako v př́ıpadě metody předešlé, ale interval
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lokalizace minima je rozd́ılný. Zat́ımco Fibonacciho metoda skončila s výsledným interva-
lem 〈6, 922; 8, 076〉 tak interval źıskaný metodou rovnoměrného děleńı byl 〈5, 625; 9, 375〉,
tedy v́ıce jak třikrát větš́ı. Fibonacciho metoda nám tedy dává daleko spolehlivěǰśı odhad
umı́stěńı bodu minima.

2.1.3 Metoda zlatého řezu

Metoda zlatého řezu se nazývá podle poměru, ve kterém děĺı interval lokalizace minima.
Při rozděleńı úsečky v poměru zlatého řezu je poměr délky celé úsečky k délce deľśı části
stejný jako poměr délky deľśı část k délce části menš́ı.

|b− a|
|z − a|

=
|z − a|
|b− z|

(2.10)

a bz

Metoda zlatého řezu se od Fibonacciho metody lǐśı jen umı́stěńım bod̊u děleńı. Postup
porovnáváńı funkčńıch hodnot a zkracováńı intervalu funguje naprosto stejně.

Umı́stěńı prvńıho bodu z0 v intervalu bude z0 = τ̂ |b0− a0|, kde τ̂ źıskáme z (2.10) aplikaćı
na úsečku o délce 1 následuj́ıćım zp̊usobem

1

τ
=

τ

1− τ

Úpravou dostaneme kvadratickou rovnici

τ 2 + τ − 1 = 0,

která má kladné řešeńı

τ̂ =

√
5− 1

2
.
= 0, 61.

Druhé (záporné) řešeńı zde neńı zapsáno, jelikož děĺıćı bod nenálež́ı do uvažovaného inter-
valu.

Nyńı máme prvńı bod děleńı. Druhý źıskáme zobrazeńım prvńıho bodu pomoćı středové
souměrnosti podle středu intervalu [a, b]. Dále postupujeme jako při Fibonacciho metodě.
Při zkráceńı intervalu najdeme chyběj́ıćı bod děleńı opět pomoćı středové souměrnosti
podle středu intervalu, tedy obecně zapsané rovnice pro výpočet bod̊u děleńı po k-tém
kroku jsou

yk = (1− τ̂)|bk − ak| zk = τ̂ |bk − ak|.
Metoda zlatého řezu má oproti Fibonacciho metodě tu výhodu, že neńı vázaná na předem
zvolené N a můžeme provést tolik přibĺıžeńı, kolik chceme, př́ıpadně kolik je potřeba k
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dosažeńı potřebné přesnosti. Existuje zde však i nevýhoda a tou je, že při stejném počtu
krok̊u je výsledný interval lokalizace minima deľśı než při použit́ı metody Fibonacciho.

Tuto skutečnost lze dokázat následuj́ıćım zp̊usobem.

Délka intervalu lokalizace minima |bk − ak| se při každém kroku metodou zlatého řezu
zmenš́ı na τ̂ |bk−ak|. Z tohoto lze odvodit, že po k kroćıch bude interval lokalizace minima

|bk − ak| = τ̂ k|b0 − a0|. (2.11)

Tuto délku intervalu po k-tém kroku můžeme porovnat s rovnićı (2.7), která udává délku
intervalu lokalizace minima po k-tém kroku Fibonacciho metodou. Poměr těchto dvou délek
bude

τ̂ k|b0 − a0|
1

Fk+1

|b0 − a0|
= τ̂ kFk+1. (2.12)

Tyto poměry jsou i pro relativně malá k stabilńı, pohybuj́ıćı se okolo 1, 17. Tedy interval lo-
kalizace minima vypoč́ıtaný metodou zlatého řezu bude o 17% deľśı než interval vypoč́ıtaný
pomoćı Fibonacciho metody, a to při stejném počtu krok̊u.

Př́ıklad 3. Na intervale 〈0, 15〉 najděte bod minima funkce f(x) pomoćı metody zlatého
řezu. Z d̊uvodu lepš́ıho srovnáńı je naše účelová funkce stejná jako u předešlých metod.

Řešeńı. Ze zadáńı v́ıme, že a0 = 0, b0 = 15. Prvńı body děleńı vypoč́ıtáme

y0 =(1− τ̂)|b0 − a0| = 0, 39 · 15 = 5, 85,

z0 =τ̂ |b0 − a0| = 0, 61 · 15 = 9, 15.

Porovnáńım funkčńıch hodnot źıskáme

f(y0) = f(5, 85) = 3, 131 < f(z0) = f(9, 15) = 3, 316.

Přeznačeńı se provede stejně jako u Fibonacciho metody

a1 = a0 = 0, b1 = z0 = 9, 15, z1 = y0 = 5, 85.

Muśıme dopoč́ıtat polohu bodu y1, a to zobrazeńım bodu z1 pomoćı středové souměrnosti
podle středu intervalu 〈a1, b1〉.

y1 = b1 − z1 = 9, 15− 5, 85 = 3, 3.

Opět máme všechny hraničńı i děĺıćı body potřebné pro daľśı krok

f(y1) = f(3, 3) = 4, 157 > f(z1) = f(5, 85) = 3, 131.

Provedeme přeznačeńı

a2 = y1 = 3, 3, b2 = b1 = 9, 15, y2 = z1 = 5, 85.
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Dopoč́ıtáme polohu bodu z2

z2 = b2 − (y2 − a2) = 9, 15− (5, 85− 3, 3) = 6, 6.

Krok 3:
Porovnáńı funkčńıch hodnot
f(y2) = f(5, 85) = 3, 131 > f(z2) = f(6, 6) = 3, 023.
Źıskáńı nových hraničńıch a děĺıćıch bod̊u
a3 = y2 = 5, 85, b3 = b2 = 9, 15, y3 = z2 = 6, 6,
z3 = b3 − (y3 − a3) = 9, 15− (6, 6− 5, 85) = 8, 4.

Krok 4:
Porovnáńı funkčńıch hodnot
f(y3) = f(6, 6) = 3, 023 < f(z3) = f(8, 4) = 3, 124.
Źıskáńı nových hraničńıch a děĺıćıch bod̊u
a4 = a3 = 5, 85, b4 = z3 = 8, 4, y4 = y3 = 6, 6,
z4 = b4 − (z4 − a4) = 8, 4− (6, 6− 5, 85) = 7, 65.

Krok 5:
Porovnáńı funkčńıch hodnot
f(y4) = f(6, 6) = 3, 023 > f(z4) = f(7, 65) = 3, 020.
Źıskáńı nových hraničńıch bod̊u
a5 = y4 = 6, 6, b5 = b4 = 8, 4.

0 3.3 5.85 6.6 7.65 8.4 9.15 15

krok 1

krok 2

krok 3

krok 4

krok 5

7.5
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Za odhad minima můžeme považovat střed výsledného intervalu 〈6, 6; 8, 4〉, tedy xmin =
7, 5, f(xmin) = 3, 01. Odhadované umı́stěńı minima je opět stejné jako u předešlých metod.

Můžeme porovnat výše dokazovanou rozd́ılnost ve velikosti interval̊u lokalizace minima
u Fibonacciho metody a metody zlatého řezu. U Fibonacciho metody byl konečný in-
terval lokalizace minima 〈a5, b5〉 = 〈6, 922; 8, 076〉, velikost intervalu | 〈6, 922; 8, 076〉 | =
1, 154. Konečný interval lokalizace minima při použit́ı metody zlatého řezu byl 〈a5, b5〉 =
〈6, 6; 8, 4〉, velikost intervalu | 〈6, 6; 8, 4〉 | = 1, 8. Jak vid́ıme, tak interval lokalizace minima,
který jsme dostali při použit́ı Fibonacciho metody při stejném počtu zjǐst’ovaných hodnot,
je značně menš́ı v porovnáńı s intervalem źıskaným při použit́ı metody zlatého řezu. Přesto
je interval źıskaný metodou rovnoměrného děleńı v́ıce jak dvakrát větš́ı než interval źıskaný
metodou zlatého řezu. Metoda zlatého řezu má však i svoji výhodu, a to, že v ńı může být
pokračováno bez jakéhokoliv omezeńı jako je volba parametru N u Fibonacciho metody.
Pod́ıvejme se, jak by hledáńı minima dopadlo, pokud bychom mohli zjistit o jednu funkčńı
hodnotu v́ıce.

Nejdř́ıve muśıme źıskat děĺıćı body y5 a z5

z5 = z4 = 7, 65, y5 = b5 − (z5 − a5) = 8, 4− (7, 65− 6, 6) = 7, 35

Porovnáńım funkčńıch hodnot děĺıćıch bod̊u źıskáme

f(y5) = f(7, 35) = 3, 003 < f(z5) = f(7, 65) = 3, 020.

Provedeme přeznačeńı pro nalezeńı hraničńıch bod̊u

a6 = a5 = 6, 6, b6 = z5 = 7, 65.

Nyńı je odhad bodu minima xmin = 7, 125, f(xmin) = 3. Daľśı krok nás značně přibĺıžil ke
skutečnému minimu x∗ = 7, 1428.

2.2 Gradientńı metody

V následuj́ıćı metodě budeme kromě funkčńı hodnoty účelové funkce potřebovat i jej́ı
derivace. Muśıme tedy po funkci požadovat diferencovatelnost na intervalu 〈a, b〉 a znalost
jej́ıch derivaćı.

2.2.1 Metoda tečen (Newtonova metoda)

Jak již název napov́ıdá, budeme k vyřešeńı př́ıkladu touto metodou potřebovat tečny
účelové funkce, tedy prvńı derivaci. V této metodě však vyžadujeme znalost i druhé de-
rivace a pomůže znalost i derivace třet́ı. I zde neńı předem určován počet krok̊u metody,
ukončeńı iteračńıho postupu je zaručeno sledováńım vzdálenosti po sobě jdoućıch bod̊u, ve
kterých se sestrojuj́ı tečny.
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Metoda stav́ı na faktu, že minimalizace

f(x)→ min

lze ekvivalentně zapsat
f ′(x)→ 0.

Pokud bychom uvažovali stále jen funkci unimodálńı, tak by tento předpoklad nemusel pla-
tit. Avšak jak si ukážeme v následuj́ıćım výkladu, pro korektńı funkčnost metody budeme
vyžadovat funkci ryze konvexńı, kdy je tento předpoklad vždy splněn.

Metoda využ́ıvá funkci prvńı derivace účelové funkce a v každé iteraci k jej́ımu grafu
v bodě xk vytvoř́ı tečnu. Pr̊useč́ık této tečny s osou x bude bod následuj́ıćı iterace. Pro
źıskáńı bodu xk+1 se použije vzorec

xk+1 = xk −
f ′(xk)

f ′′(xk)
(2.13)

a b

f(x)

xxk xk+1 xk+2

f(xk)

f(xk+1)

f(xk+2)

a

b

f ′(x)

x

xk xk+1 xk+2

f ′(xk)

f ′(xk+1)

f ′(xk+2)

Tento vzorec odvod́ıme z rovnice tečny k funkci derivace účelové funkce v bodě xk. Pro
lepš́ı názornost provedeme substituci g(x) = f ′(x). Potom tečna bude mı́t vyjádřeńı

g(xk) + g′(xk)(x− xk)
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Bodem daľśı iterace xk+1 bude bod na této př́ımce, kde je funkčńı hodnota rovna nule,
tedy

g(xk) + g′(xk)(xk+1 − xk) = 0

g(xk)

g′(xk)
= −xk+1 + xk

xk+1 = xk −
g(xk)

g′(xk)

Po vráceńı substituce źıskáváme

xk+1 = xk −
f ′(xk)

f ′′(xk)

Na začátku poč́ıtáńı zvoĺıme parametr ∆ > 0, který bude určovat přesnost, s jakou se
chceme přibĺıžit k minimu. Jakmile dojdeme k bodu xk+1 takovému, že plat́ı |xk+1− xk| ≤
∆, ukonč́ıme výpočet a bod xk+1 budeme považovat za bod minima.

Aby posloupnost bod̊u {xk} konvergovala k bodu minima účelové funkce x∗ = arg min f(x),
muśı platit:

a) f ′(a)f ′(b) < 0,
tedy funkce muśı být v bodě a klesaj́ıćı a v bodě b rostoućı. (Př́ıpad, že by funkce byla v
bodě a rostoućı a v bodě b klesaj́ıćı sice splńı podmı́nku, ale nemuśı být uvažován, jelikož v
takovém př́ıpadě neńı potřeba použ́ıvat jakoukoliv výpočetńı metodu pro hledáńı minima.
Minimum bude v jednom z hraničńıch bod̊u. Metoda však stejně dobře může sloužit k
hledáńı maxima)

b) sign
x∈〈a,b〉

f ′′(x) = k,

kde k je konstantńı, takové že k 6= 0. Z tohoto d̊uvodu můžeme použ́ıt tuto metodu pouze na
funkce ryze konvexńı. Naše p̊uvodńı omezeńı na funkce unimodálńı nyńı nebude dostatečné.

c) sign
x∈〈a,b〉

f ′′′(x) = l,

kde l je konstantńı, takové že l 6= 0.

Pro vhodné zvoleńı počátečńıho bodu posloupnosti {xk} využijeme třet́ı derivace účelové
funkce. Pro tento prvńı bod by mělo platit:

f ′(x1)f ′′′(x1) > 0,

jelikož v př́ıpadě, že je počátečńı bod posloupnosti {xk} zvolen špatně, je možné, že daľśı
aproximace bude ležet mimo interval 〈a, b〉.
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Př́ıklad 4. Najděte minimum účelové funkce pomoćı metody tečen. Znáte rekurzivńı vztah
pro výpočet nového bodu posloupnosti

xk+1 = xk −
f ′(xk)

f ′′(xk)
= xk −

xk − 3

5
− 1

xk
1

5
+

1

x2
k

. (2.14)

Jako výchoźı bod byl zvolen x0 = 1, parametr udávaj́ıćı přesnost výpočtu je ∆ = 0, 1.

Řešeńı. Podle (2.14) vypoč́ıtáme daľśı bod posloupnosti

x1 = x0 −
f ′(x0)

f ′′(x0)
= 1−

1− 3

5
− 1

1
1

5
+

1

1

= 2, 16.

Nový bod posloupnosti nesplňuje požadavek na přesnost výpočtu, a proto pokračujeme

x2 = x1 −
f ′(x1)

f ′′(x1)
= 2, 16−

2, 16− 3

5
− 1

2, 16
1

5
+

1

2, 16
2

= 3, 688, .

x3 = x2 −
f ′(x2)

f ′′(x2)
= 3, 688−

3, 688− 3

5
− 1

3, 688
1

5
+

1

3, 6882

= 4, 176,

x4 = x3 −
f ′(x3)

f ′′(x3)
= 4, 176−

4, 176− 3

5
− 1

4, 176
1

5
+

1

4, 1762

= 4, 192.

Vzdálenost mezi dvěma posledńımi body posloupnosti je |x4 − x3| = |4, 192 − 4, 176| =
0, 016 ≤ ∆. Za hledaný bod minima považujeme x4 = 4, 192.

Naše účelová funkce byla

f(x) =
(x− 3)2

10
− ln(2x),

jej́ıž skutečné minimum se nacháźı v bodě x∗ = 4, 192, který jsme při přesnosti na tři
desetinná mı́sta odhadli naprosto přesně.
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f(x)

x1 2,16 3,687 4,176
4,192

f ′(x)

x
1 2,16 3,687

4,172
4,192

2.3 Interpolačńı metody

Metody interpolace, na rozd́ıl od předcházej́ıćıch metod, nehledaj́ı menš́ı interval lokali-
zace minima př́ımo pomoćı účelové funkce, ale snaž́ı se co nejlépe nahradit účelovou funkci
vhodně zvolenou funkćı tak, aby podle pr̊uběhu této nahrazuj́ıćı funkce mohla metoda
odhadovat minimum funkce účelové a podle toho zmenšovat interval lokalizace. Opět ne-
muśıme znát vyjádřeńı účelové funkce, ani jej́ıch derivaćı na celém intervalu, kde hledáme
extrém. Jediné, co budeme potřebovat, jsou funkčńı hodnoty ve zvolených bodech.

2.3.1 Metoda kvadratické interpolace

Metoda kvadratické interpolace využ́ıvá aproximaci účelové funkce f(x) pomoćı kvadra-
tické funkce F (x). Tato kvadratická funkce bude mı́t vyjádřeńı

F (x) = A (x− c)2 +B (x− c) + C, (2.15)

kde A,B a C jsou neznámé parametry, které muśıme vypoč́ıtat, abychom mohli zjistit
minimum aproximace naš́ı účelové funkce, zat́ımco c je bod.

Tato metoda opět, jako doposud všechny metody, kromě metody tečen, lze použ́ıt na
unimodálńı účelovou funkci. Pro větš́ı přehlednost výpočt̊u vynecháme indexaci proměnných
podle krok̊u metody.
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Věta 2.2. Mějme zadanou účelovou funkci f (x) a zjǐstěnou jej́ı kvadratickou aproximaci
F (x). Potom minimum kvadratické interpolace se bude nacházet v bodě d, který lze vyjádřit

d = c− B

2A
(2.16)

D̊ukaz. Bod minima kvadratické aproximace nalezneme pomoćı položeńı prvńı derivace
podle x rovno nule a následném vyjádřeńı x

2A (x− c) +B = 0,

2A (x− c) = −B,

x− c = − B

2A
,

x = c− B

2A
.

Tento bod označ́ıme jako bod d.

Pro vyřešeńı úlohy budeme potřebovat určit trojici neznámých parametr̊u A,B,C.
Abychom je určili potřebujeme 3 funkčńı hodnoty účelové funkce, zde tedy v metodě na-
stane chv́ıle, kdy muśıme zvolit 3 body a v těchto bodech zjistit funkčńı hodnoty. Tyto
funkčńı hodnoty účelové funkce prohláśıme zároveň za funkčńı hodnoty kvadratické apro-
ximace. Tedy

f (a) = F (a) , f (b) = F (b) , f (c) = F (c) ,

přičemž a < c < b. Zároveň ze vztahu (2.15) muśı platit, že

F (c) = C,

tedy známe jeden z neznámých parametr̊u a zbylé dva můžeme snadno dopoč́ıtat.

Věta 2.3. Necht’ máme účelovou funkci f (x), jej́ı kvadratickou aproximaci F (x), zvolené
body a, b, c a zjǐstěné jejich funkčńı hodnoty. Nyńı m̊užeme źıskat analytické vyjádřeńı bodu
d, tedy minima kvadratické interpolace

d = c+
(f(a)− f(c))(b− c)2 − (f(b)− f(c))(a− c)2

(f(a)− f(c))(b− c)− (f(b)− f(c))(a− c)
. (2.17)

D̊ukaz. Necht’ již máme zvolené body a, b, c a známe jejich funkčńı hodnoty. Potom dosa-
zeńım hodnoty a za x do rovnice (2.15) a nahrazeńım parametru C funkčńı hodnotou f(c)
źıskáme

f(a) = A(a− c)2 +B(a− c) + f(c)

f(a)− f(c)

a− c
= A(a− c) +B.
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Analogicky i dosazeńım b źıskáme

f(b)− f(c)

b− c
= A(b− c) +B.

Nyńı vyjádř́ıme A a B a vyřeš́ıme soustavu dvou rovnic s dvěma neznámými.

A =
f(a)− f(c)

(a− c)2
− B

a− c
,

B =
f(b)− f(c)

b− c
− A(b− c).

Dosazeńım druhé rovnice do prvńı źıskáváme

A =
f(a)− f(c)

(a− c)2
− 1

a− c

(
f(b)− f(c)

b− c
− A(b− c)

)
,

A− A(b− c)
a− c

=
f(a)− f(c)

(a− c)2
− f(b)− f(c)

(b− c)(a− c)
,

A (a− b)
a− c

=
f(a)− f(c)

(a− c)2
− f(b)− f(c)

(b− c)(a− c)
,

A(a− b) =
f(a)− f(c)

a− c
− f(b)− f(c)

b− c
,

A =
f(a)− f(c)

(a− c)(a− b)
− f(b)− f(c)

(b− c)(a− b)
.

Stejným zp̊usobem źıskáme vyjádřeńı B

B =
(f(b)− f(c))(a− c)

(b− c)(a− b)
− (f(a)− f(c))(b− c)

(a− c)(a− b)
.

Obě vyjádřeńı dosad́ıme do rovnice (2.16)

d = c− 1

2


1

a− b

(
(f(b)− f(c))(a− c)

b− c
− (f(a)− f(c))(b− c)

a− c

)
1

a− b

(
f(a)− f(c)

a− c
− f(b)− f(c)

b− c

)
 .

Zlomek rozš́ı̌ŕıme (a− b)(b− c)(a− c)

d = c− 1

2

(
(f(b)− f(c))(a− c)2 − (f(a)− f(c))(b− c)2

(f(a)− f(c))(b− c)− (f(b)− f(c))(a− c)

)
.

Pro lepš́ı přehlednost využijeme znaménko před zlomkem

d = c+
1

2

(f(a)− f(c))(b− c)2 − (f(b)− f(c))(a− c)2

(f(a)− f(c))(b− c)− (f(b)− f(c))(a− c)
.
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Nyńı máme 3 zvolené body a, b, c a jeden bod vypoč́ıtaný d. Můžeme tedy přistoupit
k zužováńı intervalu lokalizace minima. Při tomto postupu bude primárně záležet na po-
zici bodu d v̊uči bodu c, proto si možnosti rozděĺıme na dvě situace, které vyjádř́ıme pro
obecný k-tý krok.

dk < ck : dk > ck :

f(dk) < f(ck) ⇒ ak+1 = ak f(dk) < f(ck) ⇒ ak+1 = ck
ck+1 = dk ck+1 = dk
bk+1 = ck bk+1 = bk

f(dk) > f(ck) ⇒ ak+1 = d f(dk) > f(ck) ⇒ ak+1 = ak
ck+1 = ck ck+1 = ck
bk+1 = bk bk+1 = dk

V této chv́ıli jsme dokončili jeden krok metody a mámě opět připraveny body a, b, c na
krok daľśı. Ukončeńı procesu metody neńı závislý na počtu krok̊u, ale na vzdálenosti po
sobě nalezených bod̊u minima kvadratické funkce.

|dk+1 − dk| < ∆.

Kde ∆ je požadovaná přesnost výpočtu.

Př́ıklad 5. Pro danou účelovou funkci najděte bod minima pomoćı metody kvadratické
interpolace. Vı́te, že f(a0) = f(0, 1) = 5, 45, f(b0) = f(10) = 4, 9, f(c0) = f(2) = 1, 714.
Koeficient udávaj́ıćı požadovanou přesnost je ∆ = 0, 1.

Řešeńı. Prvńı výpočet provedeme pomoćı neznámých parametr̊u A a B. Následuj́ıćı výpočty
již provedeme pomoćı zjednodušeného vzorce.

A =
f(a0)− f(c0)

(a0 − c0)(a0 − b0)
− f(b0)− f(c0)

(b0 − c0)(a0 − b0)
=

5, 45− 1, 714

(0, 1− 2)(0, 1− 10)
− 4, 9− 1, 714

(10− 2)(0, 1− 10)
=

= 0, 239,

B =
(f(b0)− f(c0))(a0 − c0)

(b0 − c0)(a0 − b0)
− (f(a0)− f(c0))(b0 − c0)

(a0 − c0)(a0 − b0)
=

(4, 9− 1, 714)(0, 1− 2)

(10− 2)(0, 1− 10)
−

− (5, 45− 1, 714)(10− 2)

(0, 1− 2)(0, 1− 10)
= −1, 512.

Takto vypočtené hodnoty můžeme použ́ıt pro źıskáńı hledaného děĺıćıho bodu

d0 = c0 −
B

2A
= 2− (−1, 512)

2 · 0, 239
= 5, 163.

Nyńı porovnáme funkčńı hodnoty naš́ı účelové funkce v bodech c0 a d0, abychom zjistili
jakým zp̊usobem provést přeznačeńı stávaj́ıćıch bod̊u a zúžili tak interval lokalizace minima

f (c0) = f (2) = 1, 714 > 1, 133 = f (5, 163) = f (d0) .
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Jelikož d0 > c0 a f (c0) > f (d0), provedeme přeznačeńı

a1 = c0, c1 = d0, b1 = b0.

a0 = 0.1 c0 = 2 b0 = 10

d0 = 5, 163

⇒ a1 ⇒ c1

⇒ b1

f(x)

F (x)

Daľśı krok provedeme již pomoćı zjednodušeného vzorce

d1 = c1 +
1

2

(f(a1)− f(c1))(b1 − c1)2 − (f(b1)− f(c1))(a1 − c1)2

(f(a1)− f(c1))(b1 − c1)− (f(b1)− f(c1)(a1 − c1)
=

= 5, 163 +
1

2

(1, 174− 1, 133)(10− 5, 163)2 − (4, 9− 1, 133)(2− 5, 163)2

(1, 174− 1, 133)(10− 5, 163)− (4, 9− 1, 133)(2− 5, 163)
=

= 4, 344.

Nyńı zkontrolujeme, zda jsme nedosáhli již dostatečné přesnosti

|d1 − d0| = |4, 344− 5, 163| = 0, 819 > 0, 1 = ∆.

Podmı́nka pro ukončeńı výpočtu neńı splněna, proto pokračujeme v přeznačeńı stávaj́ıćıch
bod̊u a nalezeńı nového bodu d. Začneme opět porovnáńım funkčńıch hodnot v děĺıćıch
bodech

f (c1) = f (5, 163) = 1, 133 > 1, 018 = f (4, 344) = f (d1) .

Jelikož d1 < c1 a f (c1) > f (d1), provedeme přeznačeńı

a2 = a1, c2 = d1, b2 = c1.
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a1 = 2 b1 = 10

c1 = 5, 163

d1 = 4, 344
⇒ a2 ⇒ c2

⇒ b2

f(x)

F (x)

Z obrázku vid́ıme, že naše aproximace se v relevantńı oblasti již velice bĺıž́ı naš́ı neznámé
funkci. Źıskáme nový bod d a zkontrolujeme, zda jsme nedosáhli dostatečné přesnosti.

d2 = c2 +
1

2

(f(a2)− f(c2))(b2 − c2)2 − (f(b2)− f(c2))(a2 − c2)2

(f(a2)− f(c2))(b2 − c2)− (f(b2)− f(c2)(a2 − c2)
=

= 4, 344 +
1

2

(1, 174− 1, 018)(5, 163− 4, 344)2 − (1, 133− 1, 018)(2− 4, 344)2

(1, 174− 1, 018)(10− 5, 163)− (4, 9− 1, 133)(2− 5, 163)
=

= 4, 246.

|d2 − d1| = |4, 246− 4, 344| = 0, 098 < 0, 1 = ∆.

Podmı́nka požadované přesnosti nám ř́ıká, že jsme již dostatečné přesnosti dosáhli a můžeme
výpočet ukončit. Za hledaný bod minima budeme považovat bod xmin = d2 = 4, 246 s
funkčńı hodnotou f (4, 246) = 1, 0161. Námi minimalizovaná funkce byla

f (x) =
(x− 3)2

10
− ln(2x) + 3.

Tato funkce má minimum v bodě x∗ = 4, 193 s funkčńı hodnotou f (4, 193) = 1, 0157. Náš
výpočet můžeme tedy považovat za velice přesný. Ačkoliv byl př́ıklad početně náročný,
tak počet potřebných zjǐst’ováńı funkčńıch hodnot nebyl nikterak velký. Pokud započteme
i zadané hodnoty, tak jsme potřebovali zjistit celkem šest funkčńıch hodnot.
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Kapitola 3

Metody v́ıcerozměrné optimalizace

Metody v́ıcerozměrné optimalizace můžeme, stejně jako metody jednorozměrné, rozdělit
do podkategoríı podle toho, kolik informaćı potřebujeme k tomu, abychom je mohli použ́ıt.
Metody v́ıcerozměrné optimalizace děĺıme na

• metody komparativńı,

• metody gradientńı,

• metody newtonovské.

Názvy jednotlivých kategoríı vypov́ıdaj́ı o fungováńı daných metod stejně jako při jed-
norozměrné optimalizaci. Při použit́ı metody komparativńı nebudeme potřebovat znalost
derivaćı účelové funkce, avšak obecně se budeme muset smı́̌rit s nejpomaleǰśı konvergenćı.
Metody gradientńı se vyznačuj́ı vyšš́ı rychlost́ı konvergence, ale můžeme je použ́ıt jen v
př́ıpadě, že jsme schopni źıskat hodnoty gradientu. Při použit́ı metody z posledńı kategorie,
z metod newtonovských, nám již nebude stačit znalost hodnot gradientu, ale k výpočtu
muśıme využ́ıt i hodnoty Hesseho matice. Stejně jako u metod jednorozměrné optimalizace
i zde obecně plat́ı, že č́ım výpočetně složitěǰśı postup jedné iterace, t́ım je rychleǰśı konver-
gence metody.

Postup řešeńı úloh v́ıcerozměrné optimalizace je téměř pro každou úlohu obecně stejný.
At’ již s pomoćı porovnáváńı funkčńıch hodnot, nebo z hodnot gradientu, se pro danou
metodu urč́ı nejvhodněǰśı směr pro jednorozměrnou optimalizaci a ta se následně provede.
T́ımto źıskáme nový bod nacházej́ıćı se bĺıže minima a celý postup opakujeme. Metody
se od sebe lǐśı ve dvou skutečnostech. Prvńı, tou významněǰśı, je zp̊usob hledáńı směru,
ve kterém bude prováděna jednorozměrná optimalizace. Druhý rozd́ıl tkv́ı v odlǐsném
prováděńı samotné jednorozměrné optimalizace, kdy se metody komparativńı lǐśı, jelikož
nemůžeme použ́ıt minimalizačńıho postupu pomoćı derivace.
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3.1 Komparativńı metody

Mějme n-rozměrnou funkci y = f (x1, . . . , xn) = f (x), pro kterou neznáme hodnoty gradi-
entu, at’ již z d̊uvodu nemožnosti, či vysoké nákladnosti jejich poř́ızeńı. Jediným zdrojem
informaćı pro nás bude zjǐst’ováńı funkčńıch hodnot v námi zvolených bodech.

3.1.1 Metoda Hooka a Jeevese

Zvláštnost́ı prvńı, z námi prob́ıraných, metod v́ıcerozměrné optimalizace je to, že samotné
hledáńı směru pro jednorozměrnou optimalizaci připomı́ná několik po sobě jdoućıch jed-
norozměrných optimalizaćı. Metoda využ́ıvá souřadnicového hledáńı, tedy vždy ve směru
jedné ze souřadnicových os podle určitého kĺıče zvoĺı bod, pro který je zjǐstěna funkčńı
hodnota, která je následně porovnána s výchoźım bodem. Pokud je funkčńı hodnota nově
nalezeného bodu menš́ı, je považován za dosavadńı minimum pro danou osu a nadále se
postupuje z něj. Když je takto nalezeno minimum ve směru jedné souřadnicové osy, pro-
vede se hledáńı a porovnáńı podél daľśı osy a tak dále. Jakmile provedeme minimalizace
podél veškerých os, źıskáme druhý bod tvoř́ıćı společně s výchoźım bodem př́ımku, po
které se pokuśıme přibĺıžit co nejv́ıce k minimu dané účelové funkce. Zde je tato optima-
lizace omezena na hledáńı daľśıch bod̊u ve směru od xi k xi+1, který jsme našli posledńı
optimalizaćı podél os. Jakmile naraźıme na bod, který má vyšš́ı funkčńı hodnotu než bod
předešlý, tak postup ukonč́ıme a budeme pokračovat z předposledńıho nalezeného bodu
pomoćı souřadnicového hledáńı. Metoda zač́ıná volbou prvńıho opěrného, výchoźıho, bodu
x0 ∈ Rn. Tento bod je zvolen náhodně, př́ıpadně odhadem, který nálež́ı mimo metodu
samotnou.

Jak jsme již naznačili, xi budeme značit opěrný bod po i kroćıch, dále označ́ıme x̂ za
umı́stěńı doposud vypočtené minimálńı hodnoty účelové funkce a jako posledńı x budeme
označovat bod, ve kterém budeme při každé optimalizaci zjǐst’ovat funkčńı hodnotu.

Na začátku metody muśıme zvolit dostatečně malé ∆ > 0, které bude využito pro
ukončeńı iterováńı při dosažeńı určité vyžadované přesnosti. Daľśı d̊uležitou volbou je volba
vektoru d = (d1, . . . , dn) ∈ Rn. Jednotlivé hodnoty di budou určovat délku kroku při op-
timalizaci podél i-té osy, proto je považováno za standardńı, že jsou všechny hodnoty di
stejné.

Nyńı máme vše připravené na provedeńı samotného kroku metodou Hooka a Jeevese.
Mějme výchoźı bod x0. Pro tento bod vypoč́ıtáme hodnotu účelové funkce f (x0). Je-
likož je x0 naš́ım prvńım bodem, u kterého známe funkčńı hodnoty, provedeme označeńı
x0 = x = x̂, tedy plat́ı f (x0) = f (x) = f (x̂). Nyńı nastává fáze, kdy budeme postupně
porovnávat funkčńı hodnoty bod̊u nalezených ve směru všech n os. Při prvńım vyhledáváńı
provedeme

x = x̂ + d1e1, (3.1)

kde e1 je jednotkový vektor s jedničkou a prvńı pozici, tedy e1 = (1, 0, . . . , 0)T ∈ Rn.
Vypoč́ıtáme funkčńı hodnotu nově nalezeného bodu f (x) a porovnáme s dosavadńım mi-
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nimem f (x̂). Nyńı mohou nastat dvě možnosti:

Možnost a)

V př́ıpadě, že f (x) < f (x̂) jsme se t́ımto posunem dostali bĺıže k minimu a provedeme
přeznačeńı x̂ = x.

Možnost b)

Pokud ovšem plat́ı f (x) > f (x̂), tak daný bod x zavrhneme a spočteme x = x̂−d1e1
1. Pro

tento bod také zjist́ıme funkčńı hodnotu, porovnáme s dosavadńım minimem a př́ıpadně
přeznač́ıme. Pokud ani tento bod nevyhovuje, z̊ustáváme na bodě stávaj́ıćım a pokračujeme
prohledáváńım podél daľśı osy.

T́ımto jsme ukončili prohledáváńı podél prvńı z os a můžeme pokračovat. Vypočteme
následuj́ıćı bod x

x = x̂ + d2e2,

kde e2 = (0, 1, 0, . . . , 0)T ∈ Rn a postupujeme při porovnáńı funkčńıch hodnot stejně jako
u prvńıho prohledáváńı.

Prověřeńım posledńıho bodu x = x̂ + dnen, př́ıpadně x = x̂ − dnen, je ukončen jeden
krok hledáńı minima podél os. Pokud jsme během tohoto kroku nezjistili zlepšeńı oproti
výchoźımu bodu x̂ = x0, bude minimum zřejmě tak bĺızko tohoto bodu, že zvolené hod-
noty d = (d1, . . . , dn) jsou př́ılǐs velké. Provedeme proto d = 1

2
d a pokračujeme nadále s

polovičńı délkou kroku. Postup opakujeme dokud nebude splněno

max d ≤ ∆, (3.2)

kde ∆ je na začátku zvolený skalár určuj́ıćı vyžadovanou přesnost výpočtu.

Pokud je ovšem během daného kroku zlepšeńı dosaženo, tedy f (x0) > f (x̂), označ́ıme
bod x̂ za x1 = x̂, takto nalezený bod nazveme opěrným bodem. Nyńı však nezačneme
daľśı krok hledáńı minima podél os, ale provedeme posun po př́ımce spojuj́ıćı posledńı bod
minimalizuj́ıćı posloupnosti s nově nalezeným opěrným bodem (v našem př́ıpadě mezi x0

a x1). Provedeme výpočet
x = 2x1 − x0.

Pro daný bod zkontrolujeme, zda f (x) < f (x1). Pokud tato podmı́nka plat́ı, tak nás krok
přibĺıžil k minimu a provedeme přeznačeńı x2 = x a pokračujeme v hledáńı daľśıho bodu
posunem

x = 2x2 − x1.

Jakmile některý z bod̊u nebude splňovat podmı́nku f (x) < f (xi), tak tento postup za-
tav́ıme a budeme pokračovat hledáńım podél os v posledńım bodě, který nás přibĺıžil
minimu.

1Použit́ı znamének v opačném pořad́ı by nijak neovlivnilo fungováńı metody
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Př́ıklad 6. Proved’te výpočet metodou Hooka a Jeevese pro funkci f : R2 → R. Znáte
následuj́ıćı informace:
Výchoźı bod x0 = x̂ = (0,8; 3)T , vektor velikosti kroku d = (0,8; 0,8).

Řešeńı. Jako prvńı zjist́ıme funkčńı hodnotu f (x0) = 8, 34. Z počátečńıho bodu x0 vy-
hledáme testovaný bod ve směru osy x

x = x̂ + d1e1 =

(
0, 8
3

)
+ 0, 8

(
1
0

)
=

(
1, 6
3

)
.

Zjist́ıme funkčńı hodnotu a porovnáme s funkčńı hodnotou v x̂

f (x) = f

(
1, 6
3

)
= 5, 46 < 8, 34 = f (x̂) = f (x0) .

Jelikož má nový bod funkčńı hodnotu nižš́ı než x0, označ́ıme ho za dosavadńı umı́stěńı
minima x̂ = x. Nyńı muśıme ještě provést hledáńı podél druhé osy

x = x̂ + d2e2 =

(
1, 6
3

)
+ 0, 8

(
0
1

)
=

(
1, 6
3, 8

)
.

Opět zjist́ıme a porovnáme funkčńı hodnotu s x̂

f (x) = f

(
1, 6
3, 8

)
= 7, 7 > 5, 46 = f (x̂) .

Zjǐstěná funkčńı hodnota pro nově nalezený bod x je větš́ı než u bodu x̂, proto je bod
nevyhovuj́ıćı a muśıme provést druhý výpočet

x = x̂− d2e2 =

(
1, 6
3

)
− 0, 8

(
0
1

)
=

(
1, 6
2, 2

)
,

f (x) = f

(
1, 6
2, 2

)
= 4, 5 < 5, 46 = f (x̂) .

Pro tento vypoč́ıtaný bod je funkčńı hodnota nižš́ı než u x̂, proto provedeme přeznačeńı
x̂ = x.

Nyńı jsme ukončili fázi vyhledáváńı bod̊u podle souřadnicových os a źıskali jsme bod,
jehož funkčńı hodnota je menš́ı než funkčńı hodnota našeho posledńıho opěrného bodu

f (x̂) = f

(
1, 6
2, 2

)
= 4, 5 < 8, 34 = f (x0) .

Provedeme tedy přeznačeńı bodu x̂ na nový opěrný bod x1 = x̂ = (1,6; 2,2)T .

Nastává fáze posunu po př́ımce spojuj́ıćı dva opěrné body. Podle vzorce vypoč́ıtáme
daľśı bod x

x = 2x1 − x0 = 2

(
1, 6
2, 2

)
−
(

0, 8
3

)
=

(
2, 4
1, 4

)
.
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Našli jsme bod posunu a zkontrolujeme, zda funkčńı hodnota v tomto bodě je menš́ı nebo
větš́ı než funkčńı hodnota v x1

f (x) = f

(
2, 4
1, 4

)
= 3, 22 < 4, 5 = f (x1) .

Provedeme tedy přeznačeńı x2 = x, vyhledáme daľśı bod porovnáme funkčńı hodnoty

x = 2x2 − x1 = 2

(
2, 4
1, 4

)
−
(

1, 6
2, 2

)
=

(
3, 2
0, 6

)
,

f (x) = f

(
3, 2
0, 6

)
= 4, 5 > 3, 22 = f (x2) .

Došli jsme k závěru, že funkčńı hodnota daľśıho nalezeného bodu je vyšš́ı než funkčńı
hodnota bodu předcházej́ıćıho, tud́ıž ukonč́ıme hledáńı po př́ımce spojuj́ıćı opěrné body a
opakujeme souřadnicové hledáńı z bodu x2 = (2, 4; 1, 4)T

x0

x1

x2

x̂

Dodejme, že funkce, kterou jsme se snažili minimalizovat v tomto př́ıkladě, byla f (x, y) =
(x− 3)2 + (y − 2)2 + 2, 5 (soustředné kružnice v obrázku výše jsou vrstevnicemi tohoto
konvexńıho paraboloidu). Z obrázku můžeme vidět, že při daľśım souřadnicovém hledáńı
bychom se dostali do bodu (3,2; 2,2)T , tedy tak bĺızko minima, že bychom pravděpodobně
výpočet ukončili pro dosažeńı potřebné přesnosti.

3.2 Gradientńı metody

Na rozd́ıl od předešlé metody budeme nyńı vyžadovat diferencovatelnost účelové funkce
f : Rn → R. Tedy budeme mı́t k dispozici gradient

grad f (x) =

 fx1 (x)
...

fxn (x)

 = f ′ (x) = ∇f (x) .
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3.2.1 Metoda nejrychleǰśıho spádu

Pravděpodobně nejjednodušš́ı gradientńı metoda, a proto v této sekci začneme právě s ńı.
Myšlenka za touto metodou stav́ı na faktu, že pokud v každém bodě najdeme směr, ve
kterém funkce nejrychleji klesá a posuneme se do minima nacházej́ıćıho se v tomto směru,
tak náš postup bude konvergovat k minimu účelové funkce. Problém s využit́ım této me-
tody může nastat, pokud má funkce v́ıce bod̊u lokálńıho minima. Jakmile se dostaneme
do určitého okoĺı jednoho z minim, tak již touto metodou nemůžeme uniknout, nehledě na
to, zda je minimum globálńı nebo ne.

Metoda nejrychleǰśıho spádu bere za směr každého obecně k-tého kroku zápornou hod-
notu gradientu, jakožto směr, ve kterém funkce nejrychleji klesá, tedy sk = −f ′ (xk). Délku
kroku αk v této metodě zjist́ıme až při nalezeńı následuj́ıćıho bodu, jelikož tento bod je
nalezen pomoćı jednorozměrné minimalizace podél takto určeného směru. Obecně v kroku
k + 1 źıskáme nový bod minima následuj́ıćım výpočtem

xk+1 = xk + αksk = xk − αkf ′ (xk) = arg min
α>0

f (xk − αf ′ (xk)) . (3.3)

Takto upravenou minimalizaci můžeme zapsat

min
α>0

f (xk − αf ′ (xk)) = min
α>0

ϕk (α) = ϕk (αk) (3.4)

Věta 3.1. Ve dvou po sobě jdoućıch kroćıch źıskané směry postupu sk, sk+1 nalezené
pomoćı metody nejrychleǰśıho spádu, pro něž plat́ı xk+1 = xk + αksk, jsou k sobě kolmé.

D̊ukaz. Z (3.4) plyne, že [
∂ϕk (α)

∂α

]
αk

= 0.

Můžeme tedy tento výraz rozepsat[
∂ϕk (α)

∂α

]
αk

=

[
(∇xf (x))T · ∂x

∂α

]
αk

2 = − [s (xk − αksk)]T s (xk) = −s (xk+1)T s (xk) = 0

I podmı́nka ukončeńı iteračńıho procesu využ́ıvá hodnot gradientu√
sTk sk = σ < ε.

2Tento výraz udává derivaci celé funkce násobený derivaćı vnitřńı složky. α je jednou z část́ı x, a proto
funkci f derivujeme podle x. Následně derivujeme vnitřńı složku, tedy samotné x podle α.
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Př́ıklad 7. Proved’te jeden krok minimalizace metodou nejrychleǰśıho spádu a ověřte kol-
most následuj́ıćıho směru. Minimalizovanou účelovou funkćı je

f (x) = f (x, y) =
x2

25
+
y2

4
+ 1.

Počátečńı bodem je x0 = (4; 1, 2)T .

Řešeńı. Jako prvńı vypoč́ıtáme směr, ve kterém budeme hledat následuj́ıćı bod minima-
lizuj́ıćı posloupnosti. Derivace účelové funkce jsou fx = 2x

25
a fy = y

2
, tedy směrový vektor

se rovná

s0 = −f ′ (x0) =

(
−0, 32
−0, 6

)
.

Nyńı v́ıme, že následuj́ıćı bod bude na polopř́ımce

x = (4− 0, 32α; 1, 2− 0, 6α)T .

Po dosazeńı źıskáme

ϕ0 (α) =
(4− 0, 32α)2

25
− (1, 2 + 0, 6α)2

4
+ 1

Tuto rovnici uprav́ıme do tvaru

ϕ0 (α) = 2− 0, 462α + 0, 094α2.

Máme naj́ıt minimum této funkce vzhledem k α. Funkci tedy zderivujeme a derivaci
polož́ıme rovnu nule

ϕ′0 (α) = 0, 188α− 0, 462 = 0.

Tato rovnice nám dává jediný kladný výsledek α0 = 2, 457. Dosazeńım źıskáme následuj́ıćı
bod minimalizuj́ıćı posloupnosti

x1 =

(
4− 0, 32α0

1, 2− 0, 6α0

)
=

(
3, 214
−0, 274

)
.

Pro směr daľśıho postupu v́ıme

s1 = −f ′ (x1) =

(
−0, 257
0, 137

)
.

Zkontrolujeme kolmost dvou po sobě následuj́ıćıch směr̊u

sT1 s0 = f ′ (x1)T f ′ (x0) = (−0, 257; 0, 137)

(
−0, 32
−0, 6

)
= 0
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x0

x1

s0

s1

3.2.2 Metoda nejrychleǰśıho spádu pro kvadratické funkce

Věta 3.2. Pro př́ıpad kvadratické účelové funkce

f (x) =
1

2
xTAx− xTb, (3.5)

kde A je pozitivně definitńı symetrická matice je minimum této kvadratické funkce zároveň
řešeńım soustavy lineárńıch rovnic Ax = b.

D̊ukaz. Pokud je x∗ řešeńım soustavy lineárńıch rovnic Ax = b, tak porovnáńım jeho
funkčńı hodnoty a funkčńı hodnoty v bodě x∗ + h źıskáme

f (x∗ + h)− f (x∗) =
1

2
(x∗ + h)T A (x∗ + h)− (x∗ + h)T b− 1

2
x∗TAx∗ − x∗Tb =

=
1

2
hTAh− hT (Ax∗ − b) .

Jelikož jsme předpokládali, že x∗ je řešeńım dané soustavy lineárńıch rovnic, tak je výraz
hT (Ax∗ − b) nulový a výsledek je zredukován do tvaru 1

2
hTAh. Daný výraz je vždy

kladný, tud́ıž f (x∗) muśı být minimum účelové funkce.

Pokud je metoda použita právě na kvadratickou funkci, je možné využ́ıt vypočteného
vzorce pro určeńı délky posunu mezi dvěma následuj́ıćımi body minimalizuj́ıćı posloup-
nosti. K tomuto vzorci jde doj́ıt dvěma možnými postupy, které se lǐśı základńı myšlenkou.

Postup 1)

Dle metody nejrychleǰśıho spádu plat́ı sk = −f ′ (xk) = b −Axk. Dále využijeme rovnice
(3.3) a (3.5)

f (xk + αsk)− f (xk) =
1

2
(xk + αsk)

T A (xk + αsk)− (xk + αsk)
T b− 1

2
xTkAxk + xTkb =

=
1

2

(
α2sTkAsk + αsTkAxk + xTkAαsk

)
− αsTkb =

=
α2

2
sTkAsk + αsTk (Axk − b) =

α2

2
sTkAsk − αsTk sk.
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Pokud nyńı převedeme f (xk) na pravou stranu rovnice, zderivujeme podle α a výsledek
polož́ıme roven nule, tak źıskáme minimalizaci f (xk + αsk) podle koeficientu určuj́ıćıho
délku kroku.

∂f

∂α
= αsTkAsk − sTk sk = 0.

Úpravou dostaneme vzorec pro výpočet αk

αk =
sTk sk

sTkAsk
. (3.6)

Při použit́ı metody nejrychleǰśıho spádu na funkci tvaru (3.5) tedy můžeme definovat mi-
nimalizuj́ıćı posloupnost rekurentně jako

xk+1 = xk +

(
sTk sk

sTkAsk

)
sk. (3.7)

Postup 2)

V bĺızkém okoĺı |x∗ − xk| < ε extrému x∗ můžeme účelovou funkci aproximovat prvńımi
třemi členy Taylorova mnohočlenu

F (x) = f (xk)− (x− xk)
T sk +

1

2
(x− xk)

T H (x− xk) .

Vzorec je na rozd́ıl od vzorce předešlého možné použ́ıt i na jiné než kvadratické funkce,
avšak vzorec v takovém př́ıpadě neńı přesný. Přesnost vzorce pro kvadratickou účelovou
funkci vycháźı z toho, že matice druhých derivaćı H, označovaná jako Hesseho matice, je
v tomto př́ıpadě konstantńı. Nyńı využijeme této aproximace a dosad́ıme x = xk + αsk

F (x) = f (xk)− αsTk sk +
1

2
α2sTkHsk.

Když tuto rovnici zderivujeme a polož́ıme rovnu nule dostaneme minimalizaci aproximace
účelové funkce vzhledem ke koeficientu určuj́ıćımu délku kroku α mezi jednotlivými body
minimalizuj́ıćı posloupnosti

∂F

∂α
= αsTkHsk − sTk sk = 0.

Úpravou źıskáme vzorec

αk =
sTk sk

sTkHsk
.

Opět můžeme vyjádřit minimalizuj́ıćı posloupnost rekurentńım vzorcem

xk+1 = xk +

(
sTk sk

sTkHsk

)
sk.

Jelikož při kvadratickou účelovou funkci plat́ı A = H, dostali jsme se ke stejnému vzorci
jako prvńım postupem.
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Věta 3.3. Necht’ je dána účelová funkce f (x) = 1
2
xTAx−xTb, kde A je pozitivně definitńı

symetrická matice. Je-li posloupnost {xk} vytvořená metodou nejrychleǰśıho spádu podle
vzorce (3.7), pak je tato posloupnost minimalizuj́ıćı.

D̊ukaz. Provedeme dosazeńım do výpočtu vzorce

f (xk+1)− f (xk) =
α2
k

2
sTkAsk − αksTk sk =

1

2

(
sTk sk

sTkAsk

)2

sTkAsk −
(

sTk sk
sTkAsk

)
sTk sk =

=
1

2

(
sTk sk

)2

sTkAsk
−
(
sTk sk

)2

sTkAsk
= −1

2

(
sTk sk

)2

sTkAsk
.

Pro lepš́ı přehlednost lze tato rovnice zapsat

f (xk+1) = f (xk)−
1

2

(
sTk sk

)2

sTkAsk
. (3.8)

Z této rovnice je již vidět, že d́ıky pozitivńı definitnosti matice A bude vždy platit f (xk+1) <
f (xk), a tedy posloupnost {xk} je minimalizuj́ıćı.

Př́ıklad 8. Proved’te jeden krok minimalizace pomoćı metody nejrychleǰśıho spádu a
ověřte kolmost následuj́ıćıho směru pomoćı vypoč́ıtaného vzorce. Hodnoty jsou stejné jako
v předchoźım př́ıkladu pro možnost porovnáńı. Počátečńı bodem je x0 = (4; 1, 2)T . Účelová
funkce je definována matićı A a vektorem b

A =

(
2
25

0
0 1

2

)
, b =

(
0
0

)
Řešeńı. Derivace účelové funkce jsou fx = 2x

25
a fy = y

2
. Opět jako prvńı vypoč́ıtáme

směrový vektor, ve kterém budeme postupovat při hledáńı daľśıho bodu minimalizuj́ıćı
posloupnosti

s0 = −f ′ (x0) =

(
−0, 32
−0, 6

)
.

Nyńı již můžeme použ́ıt vzorec

α0 =
sT0 s0

sT0 As0

=

(−0, 32;−0, 6)

(
−0, 32
−0, 6

)
(−0, 32;−0, 6)

(
2
25

0
0 1

2

)(
−0, 32
−0, 6

) = 2, 457.

x1 =

(
4− 0, 32α0

1, 2− 0, 6α0

)
=

(
3, 214
−0, 274

)
.

Jelikož nám vyšlo t́ımto postupem α0 stejné jako, kdy jsme poč́ıtali daný př́ıklad bez použit́ı
vzorce, tak již v́ıme, že nový směr je kolmý k směru s0.
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Pro porovnáńı rychlosti konvergence s daľśım př́ıkladem přikládáme hodnoty daľśıch iteraćı

x5 =

(
0, 5996
−0, 0512

)
, x10 =

(
0, 0601
0, 0180

)
, x15 =

(
0, 0090
−0, 0008

)
. (3.9)

Od skutečného bodu minima x∗ = (0, 0)T se již patnáctá iterace vzdaluje jen minimálně.
Konvergenci tedy můžeme považovat za relativně rychlou.

Metoda se potýká s několika problémy s konvergenćı. Prvńı z těchto problémů je, že
pokud bude minimalizovaná funkce dostatečně protáhlá ve směru jedné z os (pro n = 2 by
vrstevnice takovéto funkce vypadaly jako protažené elipsy), tak posun ve směru gradientu
nás posune k minimu jen málo a konvergence tak bude značně pomalá. Abychom si mohli
tuto vlastnost dokázat, muśıme nejdř́ıve dokázat jednu pomocnou větu.

Věta 3.4. Necht’ A je symetrická pozitivně definitńı matice o rozměrech n× n. Označme
λ1 a λn jej́ı nejmenš́ı a nejvěťśı vlastńı hodnotu . Pak pro každé x ∈ Rn plat́ı

‖x‖4 =
(
xTx

)2 ≤ xTAx · xTAx ≤ (λ1 + λn)2

4λ1λn

(
xTx

)2
.

D̊ukaz. Jelikož matici A je možné vyjádřit ve tvaru A = RTdiag {λ1, . . . , λn}R, kde
R−1 = RT , můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že A = diag {λ1, . . . , λn}, tedy
diagonálńı matićı. Potom také A−1 = diag

{
λ−1

1 , . . . , λ−1
n

}
. Pro x = (x1, . . . , xn)T označ́ıme

wi =
x2
i

‖x‖2
, λ =

n∑
i=1

λiwi, µ =
n∑
i=1

λ−1
i wi. (3.10)

Potom plat́ı

(
xTAx

)
·
(
xTA−1x

)
‖x‖4

=
xTAx

‖x‖2
· x

TA−1x

‖x‖2
=

n∑
i=1

λix
2
i

‖x‖2
·

n∑
i=1

λ−1
i x2

i

‖x‖2
= λµ. (3.11)

K nalezeńı maximálńı hodnoty λµ nám pomůže geometrická interpretace. Vytvoř́ıme proto
souřadnou soustavu s osami λ, µ, do které budeme značit body Ak. Každý bod Ak bude
mı́t souřadnice

[
λk, λ

−1
k

]
, kde k = 1, . . . , n. Z takto určených bod̊u vytvoř́ıme konvexńı

množinu conv {A1, . . . ,An}, ve které každý bod můžeme vyjádřit ve tvaru

[λ, µ] =

[
n∑
i=1

wiλi,

n∑
i=1

wiλ
−1
i

]
,

kde wi splňuj́ı wi ≥ 0,
n∑
i=1

wi = 1.

Nyńı si všimněme, že naše wi definované jako wi =
x2

i

‖x‖2 přesně splňuje tyto vztahy.
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Hledáme tedy takový bod, kdy součin λµ definovaný vztahem (3.11) dosáhne své maximálńı
hodnoty β. Geometrický pohled nám ř́ıká, že hledáme takový bod v konvexńı množině
conv {A1, . . . ,An}, který lež́ı na hyperbole λµ = β nejvzdáleněǰśı od středu souřadnicového
systému, tedy s maximálńım β. Je zřejmé, že takovýto bod bude ležet na úsečce spojuj́ıćı
body A1 =

[
λ1, λ

−1
1

]
a An = [λn, λ

−1
n ].

Obrázek ńıže nám ukazuje př́ıklad pro n = 5. Vyplněná oblast určuje konvexńı množinu
conv {A1, . . . ,A5} a máme zde znázorněnu hyperbolu λµ = β pro maximálńı β.

λµ = β

λ

µ

A1

A2

A3

A4 A5

Nyńı nám zbývá vypoč́ıtat toto maximálńı β. Použijeme znalost směrnic úsečky mezi
A1 a An a tečny k funkci λµ = β, kterou źıskáme derivaćı. Tyto směrnice se muśı rovnat,
aby β bylo maximálńı.

∂µ

∂λ
=
λ−1

1 − λ−1
n

λn − λ1

,

− β

λ2
=

−
(
λn − λ1

λ1λn

)
λn − λ1

,

β =
λ2

λ1λn
.

Zde využijeme toho, že λ = 1
2

(λ1 + λn), což znamená, že bod dotyku hyperboly a úsečky
spojuj́ıćı A1 a An se nacháźı přesně ve středu zmiňované úsečky. Tato skutečnost plat́ı d́ıky
tomu, že hyperboly nejsou navzájem nijak posunuty mimo posun zp̊usobený změnou β.
Dosazeńım źıskáváme

β =
(λ1 + λn)2

4λ1λn
.

T́ımto je dokázána pravá strana nerovnosti (3.10). Levá strana nerovnosti plyne z Cauchy-
Schwarzovy nerovnosti dosazeńım ai = xi

√
λi, bi = xi/

√
λi, kde a = (a1, . . . , an) , b =

(b1, . . . , bn) (
aTb

)2 ≤‖a‖2 · ‖b‖2,(
xTx

)2 ≤xTdiag {λ1, . . . , λn}x · xTdiag
{
λ−1

1 , . . . , λ−1
n

}
x,(

xTx
)2 ≤

(
xTAx

)
·
(
xTA−1x

)
.
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Nyńı již můžeme rozebrat rychlost konvergence metody nejrychleǰśıho spádu. Opět využijeme
dokázanou rovnici (3.8)

f (xk+1) = f (xk)−
1

2

(
sTk sk

)2

sTkAsk
.

Nyńı využijeme toho, že

1

2
sTkA−1sk =

1

2
(Axk − b) A−1 (Axk − b) =

1

2
xTkAxk − xTk b = f (xk) ,

a pomoćı věty (3.4) dostaneme

f (xk)

f (xk)− f (xk+1)
=

sTkAsk · sTkA−1sk

(sTk sk)
2 ≤ (λ1 + λn)2

4λ1λn
. (3.12)

Úpravou této nerovnice źıskáme

f (xk)− f (xk+1)

f (xk)
≥ 4λ1λn

(λ1 + λn)2 ,

1− 4λ1λn

(λ1 + λn)2 ≥
f (xk+1)

f (xk)
,

(λn − λ1)2

(λn + λ1)2 ≥
f (xk+1)

f (xk)
.

Když si nyńı označ́ıme

a =
(λn − λ1)2

(λn + λ1)2 =

(
1− λ1

λn

1 + λ1

λn

)2

,

tak máme vztah f (xk+1) /f (xk) ≤ a. Z něho v́ıme, že

f (x1) ≤ af (x0)

f (x2) ≤ af (x1) ≤ a2f (x0) ,

f (x3) ≤ af (x2) ≤ a2f (x1) ≤ a3f (x0) ,

z čehož lze odvodit vztah
f (xk) ≤ akf (x0) .

Tato nerovnice nám objasńı problém s konvergenćı metody nejrychleǰśıho spádu. Pokud
nastane př́ıpad, že λn � λ1, z čehož plyne, že hodnota a se bude bĺıžit 1, tak bude metoda
konvergovat poměrně pomalu.

Tento problém si ukážeme na následuj́ıćım př́ıkladu, jehož rychlost konvergence po-
rovnáme s př́ıkladem minulým.
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Př́ıklad 9. Metodou nejrychleǰśıho spádu vypočtěte minimum funkce typu (3.5), pro kte-
rou plat́ı

A =

(
2 1

2

1
2

27
200

)
, b =

(
2
1
2

)
.

Výchoźı bod je x0 = (0; 3, 9)T .

Řešeńı. Z derivaćı účelové funkce vypoč́ıtáme směrový vektor

s0 = −f ′ (x0) = b−Ax0 =

(
0, 05
−0, 0265

)
.

S pomoćı vzorce źıskáme α0

α0 =
sT0 s0

sT0 As0

=

(0, 05;−0, 0265)

(
0, 05
−0, 0265

)
(0, 05;−0, 0265)

(
2 1

2

1
2

27
200

)(
0, 05
−0, 0265

) = 0, 849.

Nyńı máme vše potřebné pro nalezeńı daľśıho bodu minimalizuj́ıćı posloupnosti

x1 =

(
0 + 0, 05α0

3, 9− 0, 0265α0

)
=

(
0, 0425
3, 8775

)
.

Už při prvńım kroku vid́ıme, že posun z bodu x0 = (0; 3, 9)T do x1 = (0, 0425; 3, 8775)T

znač́ı pomalou konvergenci.

s1 = −f ′ (x1) = b−Ax1 =

(
−0, 0237
−0, 0447

)
.

α1 =
sT1 s1

sT1 As1

= 1, 0441.

Daľśı bod minimalizačńı posloupnosti bude

x2 =

(
0, 0425− 0, 0237α1

3, 8775− 0, 0447α1

)
=

(
0, 0177
3, 8308

)
.

Po dvou kroćıch jsme se posunuli z x0 = (0; 3, 9)T do x2 = (0, 0177; 3, 8308)T a již můžeme
jasně vidět, že v tomto př́ıpadě neńı neupravená metoda nejrychleǰśıho spádu vhodná pro
tento výpočet. Abychom ukázali jak pomalu metoda konverguje ke skutečnému minimu v
bodě x∗ = (1; 0)T , jsou dodány daľśı hodnoty bod̊u minimalizuj́ıćı posloupnosti.

x5 =

(
0, 0761
3, 7412

)
, x10 =

(
0, 0856
3, 5662

)
, x25 =

(
0, 2275
3, 1281

)
, x100 =

(
0, 5913
1, 5938

)
,

x200 =

(
0, 8330
0, 6513

)
, x400 =

(
0, 9721
0, 1088

)
, x600 =

(
0, 9953
0, 0182

)
, x800 =

(
0, 9992
0, 0030

)
.
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Druhou nedokonalost́ı metody nejrychleǰśıho spádu je fakt, že pokud se netref́ıme volbou
výchoźıho bodu do bodu, ze kterého bychom se jedńım krokem dostali do bodu minima, tak
se nikdy v konečném počtu krok̊u do bodu minima nedostaneme a metoda nejrychleǰśıho
spádu je i pro kvadratickou funkci nekonečným iteračńım procesem. Tato nedokonalost
však nemuśı znamenat problémem pro kvalitu odhadu.

3.2.3 Metoda paralelńıch tečen

Metoda paralelńıch tečen je nejjednodušš́ı odpověd́ı na problém pomalé konvergence me-
tody nejrychleǰśıho spádu. Dalo by se ř́ıci, že tato metoda je skloubeńım dvou předchoźıch
metod v́ıcerozměrné optimalizace, tedy metody nejrychleǰśıho spádu a metody Hooka a
Jeevese.

Předpokládejme stejnou účelovou funkci typu (3.5). Necht’ máme x0 ∈ Rn jako výchoźı
bod. Následuj́ıćı dva body x1 a x2 źıskáme pomoćı metody nejrychleǰśıho spádu. Nyńı
nastává část podobná metodě Hooka a Jeevese. Nezvoĺıme za daľśı směr postupu s2 =
−f ′ (x2), ale použijeme s2 = x2 − x0. Následuj́ıćı bod minimalizuj́ıćı posloupnosti x3 na-
jdeme opět standardńı jednorozměrnou minimalizaćı. Jelikož jsme v daném směru našli
nejoptimálněǰśı bod, neopakujeme hledáńı v tomto směru jako u metody Hooka a Jee-
vese, nýbrž opět najdeme dva následuj́ıćı body minimalizuj́ıćı posloupnosti x4 a x5 po-
moćı metody nejrychleǰśıho spádu. Bod x6 źıskáme jednorozměrnou optimalizaćı ve směru
s5 = x5 − x3. Celý postup opakujeme do splněńı podmı́nky ukončeńı iterováńı.

Př́ıklad 10. Źıskejte bod x3 minimalizuj́ıćı posloupnosti metodou paralelńıch tečen pro
účelovou funkci z minulého př́ıkladu, tedy funkci typu (3.5), pro kterou plat́ı

A =

(
2 1

2

1
2

27
200

)
, b =

(
2
1
2

)
.

Výchoźı bod je x0 = (0; 3, 9)T .

Řešeńı. Body minimalizuj́ıćı posloupnosti x1 a x2 jsme vypoč́ıtali v př́ıkladu dokazuj́ıćım
pomalou konvergenci metody nejrychleǰśıho spádu. Nyńı budeme potřebovat jen bod x2

x2 =

(
0, 0177
3, 8308

)
.

Dle metody paralelńıch tečen źıskáme nový směr pro jednorozměrnou optimalizaci jako
směr z bodu x0 do bodu x2

s2 = x2 − x0 =

(
0, 0177
3, 8308

)
−
(

0
3, 9

)
=

(
0, 0177
−0, 0692

)
.

V této chv́ıli se můžeme rozhodnout, zda budeme považovat za výchoźı bod této jedno-
rozměrné optimalizace bod x0 nebo bod x2. Je zřejmé že výsledek by se lǐsil o 1, tedy
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přesně o velikost vektoru s2. Jelikož volba bodu x0 bude výpočetně jednodušš́ı, provedeme
tuto volbu.

Muśıme tedy optimalizovat účelovou funkci f (x0 + αs2) podle α. Ze zadáńı v́ıme, že
funkce f (x), kde provedeme označeńı x = (u, v)T , je tvaru

f (x) = u2 +
1

2
uv +

27

400
v2 − 2u− 1

2
v

Dosad́ıme u = 0, 0177α, v = 3, 9− 0, 0692α

f (x) = (0, 0177α)2 +
1

2
(0, 0177α) (3, 9− 0, 0692α) +

27

400
(3, 9− 0, 0692α)2 − 2 (0, 0177α)−

− 1

2
(3, 9− 0, 0692α) = 0, 000024α2 − 0, 002719α− 0, 923325.

Vyjádřeńı účelové funkce v této formě zderivujeme podle α a polož́ıme rovno nule, abychom
dostali bod minima ve směru s2

∂f (x)

∂α
= 0, 000048α2 − 0, 002719 = 0,

α2 = 56, 399.

Následuj́ıćı bod minimalizuj́ıćı posloupnosti tedy bude

x3 = x0 + α2s2 =

(
0 + 0, 0177α2

3, 9− 0, 0692α2

)
=

(
0, 9982
−0, 0028

)
Pro porovnáńı dodáme bod x3 źıskaný neupravenou metodou nejrychleǰśıho spádu x3 =
(0, 0595; 3, 8087)T . Je lehce vidět, že bod x3 źıskaný metodou paralelńıch tečen je mnohem
bĺıže skutečnému bodu minima x∗ = (1; 0)T .

Věta 3.5. Necht’ s3k−1 = x3k−1 − x3(k−1), pro k ∈ N, představuje směr jednorozměrné op-
timalizace v k-tém kroku metody paralelńıch tečen. Potom bod minimalizuj́ıćı posloupnosti
x3k lze vypoč́ıtat jako

x3k = x3k−1 +

(
sT3k−1 (b−Ax3k−1)

sT3k−1As3k−1

)
s3k−1. (3.13)

D̊ukaz. Důkaz je velice podobný d̊ukazu vzorce (3.6) pro metodu nejrychleǰśıho spádu,
proto zde jen ukážeme rozd́ıl. Již v́ıme, že

f (x3k−1 + αs3k−1)− f (x3k−1) =
α2

2
sT3k−1As3k−1 + αsT3k−1 (Ax3k−1 − b) .

Zde se již však s3k−1 nerovná b − Ax3k−1, tud́ıž rovnice nadále z̊ustane v tomto tvaru.
Převedeńım f (x3k−1) na pravou stranu, derivaćı a položeńım rovno nule źıskáme minima-
lizaci funkčńı hodnoty nově nalezeného bodu
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∂f (x3k−1 + αs3k−1)

∂α
= αsT3k−1As3k−1 + sT3k−1 (Ax3k−1 − b) = 0.

Úpravou źıskáme

α =
sT3k−1 (b−Ax3k−1)

sT3k−1As3k−1

.

Nyńı se můžeme přesvědčit, zda pomoćı vzorce vyjde α v minulém př́ıkladě stejně jak jsme
předpokládali.

α =

(0, 0177;−0, 0692)

((
2
1
2

)
−

(
2 1

2

1
2

27
200

)(
0, 0177
3, 8308

))

(0, 0177;−0, 0692)

(
2 1

2

1
2

27
200

)(
0, 0177
−0, 0692

) =
0, 00267

0, 000048
= 55, 399.

Pro př́ıpad, kdy jsme poč́ıtali pomoćı vzorce, a tedy jsme jako počátek naš́ı jednorozměrné
minimalizace brali bod x2, nám vyšlo α o 1 menš́ı než pro př́ıpad předešlý, kdy jsme jako
počátek zvolili x0. Náš p̊uvodńı výpočet je tedy korektńı.

3.2.4 Metoda nejrychleǰśıho spádu s drobeńım kroku

V této sekci probereme řešeńı př́ıpadu, kdy z nějakého d̊uvodu neńı možné pro jedno-
rozměrnou optimalizaci použ́ıt standardńı minimalizačńı postup pomoćı derivaćı. Jako
prvńı odvod́ıme obecné principy, které poté upřesńıme na použit́ı pro metodu nejrych-
leǰśıho spádu.

Necht’ jsou dána d, ϑ ∈ R, pro která plat́ı d > 0, ϑ ∈ (0, 1). Jelikož nemůžeme provést
optimalizaci pomoćı derivaćı využijeme postup podobný metodám komparativńım. Zvoĺıme
α = d a porovnáme funkčńı hodnoty účelové funkce v bodech f (xk + αsk) a f (xk). Pokud
bude platit f (xk + αsk) < f (xk), tak naše α vyhovuje a urč́ıme ho jako délku k-tého
kroku, tedy αk = d.

V př́ıpadě, že tato podmı́nka splněna neńı, tak předefinujeme α = ϑα a celý postup
opakujeme. Z tohoto d̊uvodu se koeficient ϑ nazývá koeficient drobeńı kroku a je často
volen ϑ = 1

2
. Jelikož je zvolený směr pro tuto formu hledáńı vybrán jako při metodě nej-

rychleǰśıho spádu, muśı nastat splněńı dané podmı́nky v konečně kroćıch.

Pokud si pro testováńı zvoĺıme silněǰśı podmı́nku

f (xk + αsk)− f (xk) < εαsTk f
′ (xk) , (3.14)
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kde ε ∈ (0, 1), jedná se modifikovanou metodu drobeńı kroku. Z d̊uvodu lepš́ıho pochopeńı
této podmı́nky ji přeṕı̌seme do tvaru

f (xk)− f (xk + αsk) > εαsTk (−f ′ (xk)) .

Nyńı se podmı́nka dá lépe interpretovat. Naznačuje, že č́ım bližš́ı je směr naš́ı jedno-
rozměrné optimalizace αsk ke směru v vektoru −f ′ (xk) t́ım větš́ı očekáváme rozd́ıl mezi
funkčńımi hodnotami nového a předchoźıho bodu minimalizuj́ıćı posloupnosti. Koeficient
ε určuje tedy mı́ru ambicioznosti našich očekáváńı.

Věta 3.6. Necht’ je účelová funkce f diferencovatelná a pro všechna x,y ∈ Rn,M > 0
splňuje Lipschitzovu podmı́nku |f (x)− f (y) | ≤M‖x− y‖. Je-li ε ∈ (0, 1) a sTk f

′ (xk) < 0,
potom je podmı́nka (3.14) splněna pro α = (0, α), kde

α = −(1− ε) sTk f ′ (xk)
M‖sk‖2

. (3.15)

D̊ukaz. Vyjdeme z Lagrangeovy věty o středńı hodnotě , která pro α ∈ (0, α) a κ ∈ (0, 1)
ř́ıká

f ′ (xk + ακsk) =
f (xk + αsk)− f (xk)

αsk

Úpravou źıskáme

f (xk + αsk)− f (xk) = αsTk f
′ (xk + ακsk) =

= αsTk f
′ (xk) + αsTk (f ′ (xk + ακsk)− f ′ (xk)) .

Tento výraz je podle Cauchy-Schwarzovy nerovnosti menš́ı nebo roven výrazu

αsTk f
′ (xk) + ‖αsk‖‖f ′ (xk + ακsk)− f ′ (xk) ‖.

Jelikož funkce splňuje Lipschitzovu podmı́nku je tento výraz menš́ı nebo roven výrazu

α
(
sTk f

′ (xk) +M‖αsk‖‖ακsk‖
)
≤

≤ α
(
sTk f

′ (xk) +Mα‖sk‖2
)
.

Podle vzorce (3.15) je posledńı výraz roven

α
(
sTk f

′ (xk)− (1− ε) sTk f
′ (xk)

)
=

= αεsTk f
′ (xk) ,

což dokazuje platnost podmı́nky (3.14).

Nyńı tyto obecné podmı́nky převedeme do konkrétńıho př́ıpadu metody nejrychleǰśıho
spádu. Naš́ım hlavńım rozd́ılem oproti obecným vzorc̊um je fakt, že již máme zvolený směr
jednorozměrné minimalizace jako s = −f ′ (x), tedy podmı́nku (3.14) převedeme na

f (xk + αsk)− f (xk) < −εα‖f ′ (xk) ‖2. (3.16)
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Tato podmı́nka je podle Věty 3.6 splněna pro α = (0, α) , kde

α =
(1− ε)
M

. (3.17)

Z teoretické konstrukce krok̊u metodou nejrychleǰśıho spádu s modifikovaným drobeńım
kroku lze odvodit, že

α ≥ αk ≥ α̂ = min

{
d,
ϑ (1− ε)

M

}
. (3.18)

Tato skutečnost vycháźı z toho, že pokud je podmı́nka (3.16) splněna hned pro α = d,
tak plat́ı αk = d. Pokud toto neplat́ı tak pro prvńı m takové, že αk = dϑm, pro které je
podmı́nka splněna, muśı platit, že tato podmı́nka neńı splněna pro α = dϑm−1. To podle
(3.17) znamená

α = dϑm−1 > α =
(1− ε)
M

.

Toto pro αk implikuje

αk = dϑm = ϑdϑm−1 > ϑα =
ϑ (1− ε)

M
.

Věta 3.7. Předpokládejme, že účelová funkce f : Rn → R je spojitě diferencovatelná, zdola
ohraničená a jej́ı derivace splňuje Lipschitzovu podmı́nku, tedy ‖f ′ (x)−f ′ (y) ‖ ≤M‖x−y‖
pro všechna x,y ∈ Rn a M > 0. Potom pro libovolnou výchoźı hodnotu x0 při splněńı
podmı́nky dané nerovnićı (3.16) plat́ı

lim
k→∞
‖f ′ (xk) ‖2 = 0.

D̊ukaz. Z vyžadované ohraničenosti zdola a z (3.16) vyplývá, že

lim
k→∞

(f (xk)− f (xk+1)) = 0.

Potom úpravou (3.16) dostaneme

‖f ′ (xk) ‖2 ≤ f (xk)− f (xk+1)

εαk
≤ f (xk)− f (xk+1)

εα̂
.

Pro posledńı výraz v́ıme, že jeho limita pro k → ∞ se rovná nule, tedy dle pravidel pro
limity posloupnost́ı plat́ı

lim
k→∞
‖f ′ (xk) ‖2 = 0.

Všimněme si, že tato věta nevyžadovala pro svou platnost konvexnost účelové funkce.
Pro takovou funkci tedy touto metodou najdeme pouze stacionárńı bod . Pokud budeme
uvažovat funkci konvexńı je stacionárńım bodem vždy jen jediné globálńı minimum.
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3.3 Metody sdružených směr̊u

Jak jsme si již ukázali, tak metoda nejrychleǰśıho spádu neńı velice efektivńı. Toto je
zejména z d̊uvodu, že nevyuž́ıvá plně informace źıskané během výpočetńıho procesu. Každý
krok je informačně oddělen od ostatńıch. Nevyuž́ıvá se nijak směr̊u źıskaných v minulých
kroćıch ani se nijak neplánuj́ı kroky daľśı. Metoda sdružených směr̊u toto plýtváńı infor-
macemi odstraňuje.

O odstraněńı této informačńı nevyužitosti se snažila již metoda paralelńıch tečen, avšak
v tomto př́ıpadě je princip do značné mı́ry odlǐsný. Když metoda paralelńıch tečen využ́ıvá
zpětnou informaci, tedy body, které jsme již vypoč́ıtali, tak metoda sdružených gradient̊u
se d́ıvá do budoucna a plánuje jak budou následuj́ıćı směry postupu vypadat.

3.3.1 Metoda sdružených směr̊u pro kvadratické funkce

Opět jako u metody nejrychleǰśıho spádu si nejdř́ıve předvedeme jak metoda funguje, pokud
je účelová funkce ve tvaru

f (x) =
1

2
xTAx− xTb. (3.19)

Pro danou metodu bude opět platit

xk+1 = xk + αksk, (3.20)

kde
f (xk + αksk) = min

α
f (xk + αsk) , (3.21)

pro k = 0, 1, . . . , n− 1.

Necht’ máme bázi n-rozměrného eukleidovského prostoru s1, . . . , sn. Dále necht’ máme
zadaný výchoźı bod x0 a pro vysvětleńı principu známe i přesné řešeńı našeho mini-
malizačńıho problému, které označ́ıme x∗. Potom můžeme směr z výchoźıho bodu do
skutečného minima zapsat jako lineárńı kombinaci vektor̊u báze, tedy

x∗ − x0 =
n−1∑
k=0

αksk. (3.22)

Pokud budou sk ortogonálńı tak můžeme vyjádřit koeficienty určuj́ıćı délku jednotlivých
vektor̊u

αk =
sTk (x∗ − x0)

sTk sk
, k = 0, 1, . . . n− 1. (3.23)

Tento vzorec by nám k ničemu nepomohl, pokud by z̊ustal v tomto tvaru, jelikož obsahuje
během výpočtu neznámé x∗. Proto si zadefinujeme nový pojem, který nám pomůže. Tento
nejd̊uležitěǰśı termı́n, který budeme na následuj́ıćıch stranách využ́ıvat, nám napov́ıdá
název metody. Jedná se o sdruženost. V tomto př́ıpadě p̊ujde o A-sdruženost směrových
vektor̊u.
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Definice 2. Necht’ A je pozitivně definitńı symetrická matice. Potom nenulové vektory
s1, s2 ∈ Rn nazveme A-sdružené, pokud plat́ı sT1 As2 = 0. Systém nenulových vektor̊u
s0, . . . , sn−1 ∈ Rn se nazývá A-sdružený, pokud plat́ı

sTi Asj = 0, pro i 6= j.

Mı́sto termı́nu A-sdruženost se některá literatura zmiňuje o A-ortogonalitě. Tento termı́n
vycháźı z toho, že vektory sk jsou během výpočtu poč́ıtány pomoćı Gram-Schmidtova
ortogonalizačńıho procesu . Jelikož už pro tuto metodu neplat́ı, že se pohybujeme ve směru
antigradientu provedeme si označeńı rk = −f ′ (xk).

Pokud budeme pro vektory si předpokládat A-sdruženost mı́sto ortogonality, tak se
náš vzorec pro αi změńı na

αk =
skA (x∗ − x0)

sTkAsk
=

sk (b−Ax0)

sTkAsk
=
−skf

′ (x0)

sTkAsk
=

skr0

sTkAsk
. (3.24)

Jakmile tedy budeme mı́t posloupnost A-sdruženým vektor̊u, tak se bez problému dosta-
neme z výchoźıho bodu do bodu minima.

Všimněme si, že pro pozitivně definitńı matici A a systém A-sdružených vektor̊u
s1, . . . , sn−1 ∈ Rn plat́ı, že vektory si a sj jsou navzájem nezávislé pro i 6= j. Toto je lehce
vidět z pozitivńı definitnosti matice A, protože plat́ı, že sTi Asi 6= 0. Pokud by pro nějaké
i ∈ {0, . . . , n− 1} platilo si =

∑
j 6=i λjsj tak by to znamenalo, že sTi Asj =

∑
j 6=i λjs

T
j Asi =

0, což je ve sporu s pozitivńı definitnost́ı matice A.

Pro sestrojeńı posloupnosti A-sdružených vektor̊u budeme potřebovat posloupnost vek-
tor̊u u0, . . . ,un−1, které tvoř́ı bázi. Takovou posloupnost již však máme ve formě uk = rk,
pro k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Využijeme tedy Gram-Schmidtovy ortogonalizace k výpočtu
A-sdružených vektor̊u

s0 =r0,

sk+1 = rk+1 +
k∑
l=1

βk+1,lsl, k = 0, 1, . . . , n− 1, (3.25)

kde

βk+1,l =
−
(
sTl Ark+1

)
sTl Asl

.

Jelikož jsme za vektory uk zvolili body rk pro výchoźı bod v́ıme

r0 = −f ′ (x0) = b−Ax0,

z toho vyplývá, že
s0 = r0.
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Dle vzorce (3.24) můžeme poté vypoč́ıtat α0 a využ́ıt ho pro výpočet nového bodu mini-
malizuj́ıćı posloupnosti

x1 = x0 + α0s0.

Daľśı vektor posloupnosti A-sdružených vektor̊u vypoč́ıtáme

s1 = r1 + β1,0s0, (3.26)

kde

β1,0 =
−
(
sT0 Ar1

)
sT0 As0

.

Z tohoto postupu jdou odvodit obecné rovnice pro metodu sdružených směr̊u, pro které
plat́ı s1 = r1 = b−Ax1

αk =
sTk rk

sTkAsk
, (3.27)

xk+1 = xk + αksk, (3.28)

rk+1 = b−Axk+1 = rk − αkAsk, (3.29)

βk =
−
(
sTkArk+1

)
sTkAsk

, (3.30)

sk+1 = rk+1 + βksk, (3.31)

pro k = 0, 1, . . . , n− 1.

V těchto vztaźıch se nacháźı dva rozd́ıly od vztah̊u vypočtených dř́ıve. Tyto rozd́ıly
dokážeme následuj́ıćımi větami.

Věta 3.8. Výraz (3.24) je ekvivalentńı výrazu (3.27), tedy

skr0

sTkAsk
=

sTk rk
sTkAsk

D̊ukaz. Potřebujeme dokázat, že skr0 = skrk.
Pro k = 0 plat́ı věta triviálně. Pro libovolné k > 0 v́ıme, že

rk = rk−1 − αAsk−1 = rk−2 − αAsk−1 − αAsk−2 = r0 − αAsk−1 − αAsk−2 · · · − αAs0.

Jelikož jsou vektory sk A-sdružené, tak z toho vyplývá

skrk = sk (r0 − αAsk−1 − αAsk−2 · · · − αAs0) = skr0.
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K d̊ukazu rozd́ılného vzorce pro sk+1 muśıme nejdř́ıve dokázat ortogonalitu vektor̊u rk ∈
Rn. Toto dokážeme zároveň v větě, která nás ujist́ı v našem p̊uvodńım předpokladu, že
vektory rk ∈ Rn tvoř́ı bázi prostoru.

Věta 3.9. Necht’ bod x0 ∈ Rn je zvolen libovolně a následuj́ıćı body minimalizuj́ıćı po-
sloupnosti x1, . . . ,xn−1 a vektory s0, . . . , sn jsou dány vztahy (3.20) , (3.28) , (3.31). Potom
vektory r0, . . . , rn−1 tvoř́ı bázi Rn.

D̊ukaz. Vektory r0, . . . , rn−1 budou tvořit bázi prostoru Rn, právě tehdy když budou orto-
gonálńı. Jelikož rk = −f ′ (xk), tak pokud dokážeme ortogonalitu vektor̊u f ′ (xk), tak t́ım
dokážeme i ortogonalitu vektor̊u rk, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Každý následuj́ıćı bod minimalizuj́ıćı posloupnosti {xk} je hledán dle (3.20) jedno-
rozměrnou minimalizaćı pomoćı vzorce

αk =
sTk rk

sTkAsk
= −sTk f

′ (xk)

sTkAsk
.

Z tohoto d̊uvodu plat́ı sTk f
′ (xk+1) = 03. Rovnici (3.20) uprav́ıme vynásobeńım A a odečteńım

b od obou stran rovnice. T́ımto źıskáme tvar

f ′ (xk+1) = f ′ (xk) + αkAsk,

který využijeme pro výpočet

f ′ (xk+1)T f ′ (xk) = (f ′ (xk) + αkAsk)
T
f ′ (xk) =

= f ′ (xk)
T f ′ (xk)−

sTi f
′ (xi)

sTi Asi
(Ask)

T f ′ (xk) =

= ‖f ′ (xk) ‖2 − f ′ (xk)
T (−f ′ (xk) + βk−1sk−1)

(Ask)
T (−f ′ (xk) + βk−1sk−1)

(Ask)
T f ′ (xk) =

= ‖f ′ (xk) ‖2 − ‖f ′ (xk) ‖2 (Ask)
T f ′ (xk)

(Ask)
T f ′ (xk)

= 0.

Nyńı máme dokázanou ortogonalitu vektor̊u rk, můžeme tedy dokázat rozd́ılnost vzorc̊u
(3.25) a (3.31). Rozd́ılnost těchto vzorc̊u tkv́ı v tom, že rovnice (3.31) obsahuje jen jedno
β. Nyńı dokážeme, že veškerá ostatńı β jsou nulová.

Věta 3.10. Veškerá βk+1,l, pro která plat́ı k 6= l jsou nulová.

3Je prakticky dokázáno v metodě nejrychleǰśıho spádu. Následuj́ıćı směr z bodu, který je nalezen pomoćı
jednorozměrné optimalizace je kolmý k směru, kterým jsme se do daného bodu dostali.
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D̊ukaz. Vyjdeme z rovnice (3.29), kterou uprav́ıme do tvaru

rTk+1Asl =
1

αl
rTk+1 (rl − rl+1) ,

dosazeńım za αl a úpravou źıskáme

βk+1,l = −rk+1 (rl − rl+1)

sTl rl
.

Nyńı jelikož l ∈ {1, . . . , k}, tak je d̊ukaz prakticky dokončen. Pro jakékoliv l ∈ {1, . . . , k − 1}
je výraz rk+1 (rl − rl+1) roven nule. Jen pro l = k se bude výraz rovnat

βk+1,k = −
rTk+1 (rk − rk+1)

sTk rk
= −

rTk+1rk+1

sTk rk
,

což se po úpravě rovná vzorci (3.30).

Věta 3.11. Necht’ m ∈ {1, . . . , n}, vektory s0, . . . , sm−1 jsou A-sdružené, x0 ∈ Rn je
libovolné a body x1, . . . ,xm jsou dány vztahy (3.20) a (3.21). Potom pro kvadratickou funkci
f typu (3.19) plat́ı

f (xm) = min
x∈Xm

f (x) ,

kde Xm = x0 + Lin {s0, . . . , sm−1}. Speciálně, je-li m = n, potom

f (xm) = min
x∈Rn

f (x) ,

Z d̊uvodu délky d̊ukazu je d̊ukaz vynechán. Je ho možné naj́ıt v [3], str. 109.

Nyńı je vidět, že
xn = x∗.

Metoda sdružených gradient̊u je tedy pro kvadratickou funkci metodou konečně krokovou
(přesněji řečeno n krokovou). Při normálńım výpočtu však v d̊usledku zaokrouhlovaćıch
chyb nedostaneme přesný výsledek. Výpočet je možné provádět i pro k > n, kde plat́ı

‖ek+1‖ < ‖ek‖,

pro všechna k, kde ek = x∗ − xk.

Př́ıklad 11. Pomoćı metody sdružených směr̊u najděte minimum funkce tvaru (3.19), pro
kterou plat́ı

A =

 1 0 1
0 2 1
1 1 2

 , b =

 1
0
0

 .

Výchoźım bodem je x0 = (0; 0; 0)T .
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Řešeńı. Zjist́ıme si derivace účelové funkce podle jednotlivých proměnných. Pro přehlednost
označ́ıme x = (u1, u2, u3)T .

f ′ (x) =

 u1 + u3 − 1
2u2 + u3

u1 + u2 + 2u3

 .

Prvńı směr jednorozměrné optimalizace najdeme jako v metodě nejrychleǰśıho spádu, tedy
jako směr antigradientu.

s0 = −f ′ (x0) =

 1
0
0

 .

Ze vzorce źıskáme α0 a zjist́ıme nový bod minimalizuj́ıćı posloupnosti

α0 =
sT0 r0

sT0 As0

=

(1; 0; 0)

 1
0
0


(1; 0; 0)

 1 0 1
0 2 1
1 1 2

 1
0
0

 = 1.

x1 = x0 + α0s0 =

 0
0
0

+

 1
0
0

 =

 1
0
0

 .

Pro výpočet následuj́ıćıho směru jednorozměrné minimalizace již potřebujeme zjistit β0

β0 =
−
(
sT0 Ar1

)
sT0 As0

=

− (1; 0; 0)

 1 0 1
0 2 1
1 1 2

 0
0
−1


(1; 0; 0)

 1 0 1
0 2 1
1 1 2

 1
0
0

 = 1.

Nový směr jednorozměrné optimalizace bude

s1 = r1 + β0s0 =

 0
0
−1

+

 1
0
0

 =

 1
0
−1

 .

Pomoćı α1 vypoč́ıtáme nový bod minimalizuj́ıćı posloupnosti

α1 =
sT1 r1

sT1 As1

=

(1; 0;−1)

 0
0
−1


(1; 0;−1)

 1 0 1
0 2 1
1 1 2

 1
0
−1

 = 1
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x2 = x1 + α1s1 =

 1
0
0

+

 1
0
−1

 =

 2
0
−1

 .

Posledńı krok provedeme již zrychleně.

β1 =
−
(
sT1 Ar2

)
sT1 As1

= 1,

s2 = r2 + β1s1 =

 1
1
−1

 ,

α2 =
sT2 r2

sT2 As2

= 1,

x3 = x2 + α2s2 =

 3
1
−2

 .

Bod minima byl nalezen v n = 3 kroćıch.

Doposud jsme neustále předpokládali, že matice A je pozitivně definitńı. Nyńı se
pod́ıváme na př́ıpad, kdy bude tato matice jen pozitivně semidefinitńı a zjist́ıme, zda
bude metoda použitelná i pro tento modifikovaný př́ıpad.

Věta 3.12. Necht’ matice A je pozitivně semidefinitńı matice o rozměrech n×n a hodnost́ı
r ≤ n. Pak při použit́ı metody sdružených směr̊u najdeme minimum dané účelové funkce
f v nejvýše r kroćıch (výpočet skonč́ı po k kroćıch, kde k ∈ (1, . . . , r), pak f ′ (xk) = 0
a s0, . . . , sk−1 6= 0). V opačném př́ıpadě výpočet ukáže, že minimum neexistuje, tak, že
sTkAsk = 0, přičemž f ′ (x0) , . . . , f ′ (xk−1) 6= 0 pro nějaké k ∈ {0, . . . , r}.

D̊ukaz. Nejdř́ıve budeme předpokládat, že kvadratická účelová funkce typu (3.19) nabývá
na Rn svého minima. Dále budeme předpokládat, že máme vektor y ∈ Rn, pro který plat́ı
Ay = 0. Z tohoto vyplývá, že bude platit i yTb = 0. Pokud by toto neplatilo, tak by
funkčńı hodnota f (αy) = −αyTb → −∞ pro α → ±∞ v závislosti na znaménku yTb,
což je spor s předpokladem, že funkce nabývá na Rn svého minima. Potom pro libovolné
x ∈ Rn plat́ı

yTf ′ (x) = yT (Ax− b) = yTAx− yTb = 0. (3.32)

Mějme prostor
ker A := {y ∈ Rn : Ay = 0} ,

pokud označ́ıme r hodnost matice A, tak tento prostor má dimenzi n−k. Z rovnice (3.32)
v́ıme, že vektor parciálńıch derivaćı bude pro libovolné x náležet v ortogonálńım doplňku
(ker A)⊥. Je zřejmé, že tento prostor bude mı́t dimenzi r. Podle (3.31) muśı i vektory
sk ∈ (ker A)⊥, tud́ıž sTkAsk = 0 právě tehdy když sk = 0.

Naš́ı snahou nyńı bude ukázat, že metoda sdružených gradient̊u najde bod minima
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nejvýše v r kroćıch, tedy bude platit f ′ (xi) = 0, pro nějaké i ∈ {1, . . . r}. Předpokládejme,
že máme si 6= 0, plat́ı tedy sTkAsk 6= 0 pro j = 1, . . . r− 1. Již v́ıme, že vektory parciálńıch
derivaćı f ′ (x) , j = 0, . . . , r jsou navzájem ortogonálńı 4. Tyto vektory však nálež́ı do
r-dimenzionálńıho prostoru (ker A)⊥. Toto naznačuje, že alespoň jeden z nich muśı být
nulový a právě v tomto bodě se bude nacházet minimum účelové funkce.

V této části budeme naopak předpokládat, že účelová funkce neńı na Rn zdola ohraničená.
Tedy muśı nastat rovnost sTkAsk = 0 pro některé k ∈ {0, . . . , n− 1}. V tomto př́ıpadě tedy
neńı možné pokračovat ve výpočtu, jelikož nemůžeme vypoč́ıtat následuj́ıćı β.

Pokud by platilo sTkAsk > 0, pak by byly vektory s0, . . . , sn−1 navzájem A-sdružené, z
čehož, jak jsme si ukázali, plyne lineárńı nezávislost. Potom by libovolńı nenulové x ∈ Rn

šlo vyjádřit jako lineárńı kombinace vektor̊u s, tedy x =
∑n−1

k=1 ηksk, kde alespoň jeden z
koeficient̊u ηk je nenulový. Potom by platilo

xTAx =
n−1∑
k=1

η2
kskAsk > 0.

Toto by značilo, že matice A je pozitivně definitńı, a tedy rovnice f ′ (x) = Ax − b = 0
má řešeńı. Toto řešeńı by bylo minimem účelové funkce f , což je spor s předpokladem, že
účelová funkce je zdola neohraničená na Rn.

Metoda má ještě jednu výhodu a tou je, že pokud je počátečńı bod x0 zvolen vhodně
pro danou účelovou funkci, tak se do skutečného bodu minima funkce dostane v méně než
n kroćıch. Tato vlastnost je možná demonstrovat např́ıklad při minimalizaci účelové funkce
tvaru (3.19), pro kterou plat́ı

A =

 2 − 1 0
−1 2 − 1
0 − 1 2

 , b =

 0
2
0

 ,

kde jako výchoźı bod zvoĺıme x0 = (1; 4, 5; 1)T .

Jelikož jsme výpočet touto metodou již ukazovali na jiném př́ıkladě, tak zde nyńı pouze
znázorńıme, jak metoda konverguje po méně jak n kroćıch, v tomto př́ıpadě po kroćıch
dvou. Výpočtem metodou sdružených směr̊u źıskáme

x1 =

 1, 75
3

1, 75

 ,

x2 =

 1
2
1

 .

4Můžeme ukázat podobně jako ve Větě 3.9.
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Pro x = (u1;u2, ;u3) při daľśım výpočtu naraźıme na

fu1 (x2) = 2u1 − u2 = 0,

fu2 (x2) = 2u2 − u1 − u3 − 2 = 0,

fu3 (x2) = 2u3 − u2 − 1 = 0,

což naznačuje, že jsme našli bod minima účelové funkce. Postup je tedy ukončen po kroku
n− 1 mı́sto kroku n.

3.3.2 Metoda sdružených směr̊u pro nekvadratické funkce

Jelikož v následuj́ıćı podkapitole budeme uvažovat funkce v jiném tvaru než tvar (3.19),
tak již nemůžeme využ́ıt v předchoźı sekci definované A-sdruženosti. Metoda však jde mo-
difikovat, aby tvořila posloupnost {xk}, která bude také minimalizuj́ıćı i pro nekvadratické
funkce.

Ze stejného d̊uvodu proč již nemůžeme využ́ıt A-sdruženosti tak si již nemůžeme ulehčit
výpočet αk pomoćı vzorce (3.27). Pro výpočet koeficientu udávaj́ıćı délku kroku je nyńı
nutné použ́ıt standardńı jednorozměrnou minimalizaci. Po této úpravě se veškeré modifi-
kace omeźı pouze na úpravu vzorce pro βk, který nemůžeme na rozd́ıl od vzorce pro αk
vypustit a nahradit jiným postupem.

Vyjdeme z vzorce využ́ıvaného pro nalezeńı A-sdružených vektor̊u při metodě sdružených
směr̊u pro kvadratické funkce, tedy vzorce

βk =
−
(
sTkArk+1

)
sTkAsk

=
f ′ (xk+1)T Ask

sTkAsk
,

Dále uprav́ıme vzorec rk+1 = rk − αkAsk do tvaru

Ask =
1

αk
(rk − rk+1) =

1

αk
(f ′ (xk+1)− f ′ (xk)) .

Nyńı když spoj́ıme oba takto źıskané vztahy, tak dostaneme vzorec, který již nebude
striktně vyžadovat kvadratický tvar účelové funkce. Tohoto doćıĺıme odstraněńım matice
A z tohoto vztahu

βk =
f ′ (xk+1)T (f ′ (xk+1)− f ′ (xk))

sTk (f ′ (xk+1)− f ′ (xk))
.

Jelikož v́ıme, že sk jde vyjádřit pomoćı ri, pro i = {0, 1, . . . k} a z ortogonality vektor̊u
f ′ (x) se tento výraz bude rovnat

βk =
‖f ′ (xk+1) ‖
‖f ′ (xk) ‖

. (3.33)
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Z tohoto postupu je je zřejmé, že daný vzorec je pro kvadratické funkce ekvivalentńı se
vztahem (3.30). Avšak na rozd́ıl od tohoto vzorce je použitelný nejen pro kvadratickou
účelovou funkci, ale má smysl i pro funkce nekvadratické.

Jak bylo řečeno v sekci zabývaj́ıćı se metodou sdružených směr̊u pro kvadratické funkce,
tak d̊uvodem nedokonalé konvergence jsou zaokrouhlovaćı chyby při jednorozměrné opti-
malizaci. Tento problém se snaž́ı odstranit modifikace, která upravuje výpočet βk−1

βk−1 =

{
0

‖f ′ (xk) ‖
‖f ′ (xk−1) ‖

pro k = n, 2n, 3n, . . .

pro k 6= n, 2n, 3n, . . .

Tento vzorec znamená, že se vždy na konci l-tého cyklu o n kroćıch jako směr daľśıho po-
stupu vybere sln = −f ′ (xln). T́ımto se proces ve své podstatě očist́ı o možné nahromaděné
chyby.

Př́ıklad 12. Pomoćı metody sdružených směr̊u pro nekvadratické funkce vypoč́ıtejte mi-
nimum x∗ = (u∗1;u∗2) účelové funkce

f (x) = f (u1, u2) = 2u4
1 − 2u2

1u2 + 4u2
1 − 8u1 +

1

2
u2

2.

Výchoźım bodem bude x0 = (0; 0).

Řešeńı. Prvńı bod bude veden ve směru antigradientu, tud́ıž muśıme vypoč́ıtat jednotlivé
parciálńı derivace pro danou účelovou funkci

∂f

∂u1

= 8u3
1 − 4u1u2 + 8u1 − 8,

∂f

∂u2

= −2u2
1 + u2.

Z těchto derivaćı nyńı urč́ıme náš prvńı směr postupu pomoćı dosazeńı bodu x0

s0 = r0 = −f ′ (x0) =

(
8
0

)
.

Jelikož nám v této úpravě metody chyb́ı vzorec pro vypoč́ıtáńı koeficientu udávaj́ıćıho
délku kroku α, muśıme tento koeficient vypoč́ıtat standardńı jednorozměrnou minimalizaćı
z bodu x0 ve směru s0

x1 = x0 + αs0 =

(
8α
0

)
Tento výraz dosad́ıme do účelové funkce a provedeme minimalizaci podle α0

2 (8α)4 + 4 (8α)2 − 8 (8α) −→ min,

8192α4 + 256α2 − 64α −→ min,

32768α3 + 512α− 64 = 0.

60



KAPITOLA 3. METODY VÍCEROZMĚRNÉ OPTIMALIZACE
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Naš́ım výpočtem tedy źıskáme α0 = 0, 0853, tud́ıž nový bod minimalizuj́ıćı posloupnosti
se rovná x1 = (0, 6823; 0).

Nyńı pro daľśı postup potřebujeme z nově źıskaného vzorce vypoč́ıtat β0

β0 =
‖f ′ (x1) ‖
‖f ′ (x0) ‖

=

√
(0;−0, 931)

(
0

−0, 931

)
√

(−8; 0)

(
−8
0

) =
0, 931

8
= 0, 116.

Nyńı již můžeme zjistit nový směr jednorozměrné minimalizace

s1 = r1 + β0s0 =

(
0

0, 931

)
+ 0, 116

(
8
0

)
=

(
0, 931
0, 931

)
.

Pro výpočet délky kroku použijeme substituci x2 = x1 + αs1, kterou vlož́ıme do účelové
funkce a tuto funkci minimalizujeme podle α

x2 = x1 + αs1 =

(
0, 6823 + 0, 931α

0, 931α

)
.

Úpravou a optimalizaćı źıskáváme

2 (0, 6823 + 0, 931α)4 − 2 (0, 931α) (0, 6823 + 0, 931α)2 + 4 (0, 6823 + 0, 931α)2−

− 8 (0, 6823 + 0, 931α) +
1

2
(0, 931α)2 −→ min,

1, 5029α4 + 2, 7913α3 + 6, 3778α2 − 0, 8674α− 3, 1628 −→ min,

∂f

∂α
= 6, 0119α3 + 8, 3741α2 + 12, 7556α− 0, 8674 = 0

T́ımto výpočtem źıskáme α1 = 0, 065, tedy nový bod minimalizuj́ıćı posloupnosti se rovná

x2 = x1 + αs1 =

(
0, 6823 + 0, 931 · 0, 065

0, 931 · 0, 065

)
=

(
0, 7428
0, 0606

)
.

Opět źıskáme β a zjist́ıme daľśı směr postupu

β1 =
‖f ′ (x2) ‖
‖f ′ (x1) ‖

=

√
(1, 043;−1, 043)

(
1, 043
−1, 043

)
√

(0;−0, 931)

(
0

−0, 931

) =
1, 4753

0, 931
= 1, 5846.

s2 = r2 + β1s1 =

(
−1, 043
1, 043

)
+ 1, 5846

(
0, 931
0, 931

)
=

(
0, 4321
2, 5184

)
.
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Nový bod minimalizuj́ıćı posloupnost źıskáme daľśı jednorozměrnou minimalizaćı

x3 = x2 + αs2 =

(
0, 7428 + 0, 4321α
0, 0606 + 2, 5184α

)
.

Po dosazeńı a úpravě źıskáme minimalizaci

0, 6972α4 − 0, 4610α3 + 1, 8983α2 − 2, 1766α− 3, 1915 −→ min,

která má řešeńı α = 0, 5588. Nový bod minimalizuj́ıćı posloupnosti tedy bude

x3 = x2 + αs2 =

(
0, 7428 + 0, 4321 · 0, 5588
0, 0606 + 2, 5184 · 0, 5588

)
=

(
0, 9843
1, 4680

)
.

Ve třech kroćıch jsme se dostali z bodu x0 = (; 0)T s funkčńı hodnotou f (x0) = 0 do bodu
x3 = (0, 9843; 1, 4680)T s funkčńı hodnotou f (x3) = −3, 8887. Skutečným bodem minima
účelové funkce je přitom bod x∗ = (1; 2) s funkčńı hodnotou f (x∗) = −4.

Jak můžeme z př́ıkladu vidět, tak již metoda sdružených gradient̊u pro nekvadratické
funkce nekonverguje nejvýše v n kroćıch, kde n je dimenze prostoru, jako tomu bylo u
kvadratických funkćı.

3.3.3 Metoda sdružených směr̊u nultého řádu

V této sekci se opět vrát́ıme k minimalizaci kvadratické účelové funkce, tedy funkce typu
(3.19), kde A je symetrická, pozitivně definitńı matice. Následuj́ıćı metoda se ve svém
výpočtu podobá metodě Hooka a Jeevese. Podobnost vyplývá z toho, že na rozd́ıl od mo-
difikaćı metody sdružených směr̊u, které jsme prob́ırali doted’, se při této variantě k źıskáńı
A-sdružených vektor̊u použ́ıvá krok̊u o n jednorozměrných optimalizaćıch a již ne výpočet
pomoćı gradientu účelové funkce. Pokud by k vyřešeńı jednorozměrných minimalizaćı byla
využita některá z negradientńı metod, tak pro výpočet metodou sdružených směr̊u nultého
řádu nepotřebujeme znát derivace účelové funkce, což je také d̊uvod názvu této modifikace.

Jak jsme již naznačili, tak výpočet stejně jako u metody Hooka a Jeevese zač́ıná t́ım, že
se z výchoźıho bodu provede n jednorozměrných minimalizaćı. Standardně se za směry pro
tyto prvńı minimalizace berou vektory kanonické báze Rn. Jakmile t́ımto zp̊usobem nalez-
neme konečný bod, tak ho spoj́ıme s bodem výchoźım a v tomto směru provád́ıme opět
jednorozměrnou minimalizaci za účelem nalezeńı daľśıho bodu minimalizuj́ıćı posloupnosti.
Na rozd́ıl od metody Hooka a Jeevese však neprovád́ıme jednorozměrné optimalizace v stále
stejných směrech, avšak nahrazujeme p̊uvodńı směry těmi směry, které źıskáme spojeńım
posledńıho bodu minimalizuj́ı posloupnosti a bodu nalezeného jednorozměrnými optimali-
zacemi. Toto nahrazováńı směr̊u jednorozměrných optimalizaćı je v této metodě stěžejńı,
jelikož jak si ukážeme později, tak t́ımto zp̊usobem źıskané vektory budou A-sdružené.

Mějme tedy výchoźı bod x0 ∈ Rn. Jako prvńı směry jednorozměrných optimalizaćı
můžeme zvolit libovolné navzájem lineárně nezávislé vektory s0, . . . , sn−1. Nyńı se provede
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postupně všech n jednorozměrných minimalizaćı. Výsledek i-té minimalizace v kroku k+1
označ́ıme yk,i. Po provedeńı všech n minimalizaćı źıskáme tedy bod yk,n. Obecně pro krok
k + 1 zaṕı̌seme

f
(
yk,0
)

= min
α∈Rn

f (xk + αs0) , (3.34)

f
(
yk,i+1

)
= min

α∈Rn
f
(
yk,i + αsi

)
, i = 1, . . . , n− 1. (3.35)

Bod yk,n však neńı bodem minimalizuj́ıćı posloupnosti, jen nám poslouž́ı k nalezeńı tohoto
bodu. Následuj́ıćı jednorozměrnou minimalizaci provedeme ve směru

zk = yk,n − xk. (3.36)

Samotný nový bod minimalizuj́ıćı posloupnosti źıskáme jako

xk+1 = xk + αkzk, (3.37)

f (xk + αkzk) = min
α∈R

f (xk + αzk) . (3.38)

Nyńı jsme téměř dokončili jeden krok této metody. Zbývá jen źıskáńı nových směr̊u, ve
kterých bude prováděno n jednorozměrných minimalizaćı v následuj́ıćım kroku. Pravidlo
pro tuto výměnu je jednoduché. Prvńı z těchto vektor̊u směru vyřad́ıme a mı́sto něj jako
posledńı ze všech směr̊u přidáme vektor, který jsme źıskali jako zk = yk,n − xk. Toto je
možné znázornit pomoćı změny množiny vektor̊u směru, použ́ıvaných v daných kroćıch

{s0, s1, . . . , sn−2, sn−1} −→ {s1, s2, . . . sn−1, zk} .

Pro daľśı postup si dokážeme jedno pomocné tvrzeńı, které později využijeme v d̊ukazu
A-sdruženosti směrových vektor̊u.

Věta 3.13. Necht’ je dána kvadratická funkce typu (3.19), kde A je symetrická, pozitivně
definitńı matice a vektory z0, . . . , zk−1 ∈ Rn, a, b ∈ Rn, takové, že a 6= b. Označme L =
Lin {z0 . . . , zk−1} lineárńı obal směrových vektor̊u z0 . . . , zk−1. Je-li

f (u) = min
x ∈ a+L

f (x) , f (v) = min
x∈ b+L

f (x) ,

potom
(u− v)TAzi = 0, i = 0, 1, . . . l − 1.

D̊ukaz. Z předpoklad̊u v́ıme, že f ′ (u) = 0, f ′ (v) = 0, pro libovolné si muśı tedy platit i
f ′ (u)T zi = 0, f ′ (v)T zi = 0. Odečteńım těchto dvou rovnic źıskáme f ′ (u)T zi−f ′ (v)T zi =
0. Nyńı využijeme toho, že f ′ (x) = Ax− b a źıskáme

(Au− b)T zi − (Av− b)T zi = 0,

(u− v)T Azi = 0,
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Nyńı již máme vše připraveno na nejd̊uležitěǰśı větu této metody.

Věta 3.14. Necht’ máme kvadratickou účelovou funkci f tvaru (3.19), kde A je symetrická,
pozitivně definitńı matice. Dále necht’ vektory z0, . . . , zn−1,x0, . . . ,xn jsou sestrojeny me-
todou sdružených směr̊u nultého řádu, tedy pomoćı vzorc̊u (3.34) - (3.3.3). Jsou-li vektory
z0, . . . , zn−1 nenulové, pak jsou A-sdružené, tedy f (xn) = min

x ∈ Rn
f (x)

D̊ukaz. Indukćı.
Budeme předpokládat A-sdruženost vektor̊u z0, . . . , zk−1. Jako směry, ve kterých budeme
provádět jednorozměrné optimalizace tedy máme {sk,k, . . . , sk,n−1, z0, . . . , zk−1}. Potom
podle (3.34) - (3.3.3) je bod yk,n sestrojen jednorozměrnými minimalizacemi ve směrech
vektor̊u z0, . . . , zk−1, které jsou A-sdružené. Tyto jednorozměrné minimalizace vycházej́ı z
bodu yk,n−k. To podle Věty 3.11 znamená, že plat́ı

f
(
yk,n

)
= min

x∈yk,n−k+L
f (x) ,

kde L = Lin {z0, . . . , zk−1}. Stejně xk je sestrojen pomoćı minimalizaćı ve směrech z0, . . . , zk−1

vycházej́ıćı z bodu yk−1,n−k+1, tedy

f (xk) = min
x∈yk−1,n−k+1+L

f (x) .

Z Věty 3.13 tedy vyplývá, že zk = yk,n − xk je A-sdružený s z0, . . . , zk−1 a z Věty 3.11
vyplývá f (xn) = min

x ∈ Rn
f (x).

Př́ıklad 13. Pomoćı metody sdružených směr̊u nultého řádu zjistěte minimum funkce
typu (3.19), kde

A =

(
1 2
2 5

)
, b =

(
1
1

)
Výchoźı bod x0 = (0; 0)T a prvotńı směry pro jednorozměrné minimalizace budou s0 =
(1; 0)T , s1 = (0; 1)T .

Řešeńı. Abychom si ulehčili práci, tak budeme jednorozměrnou minimalizaci provádět
pomoćı vzorce (3.27), tud́ıž budeme využ́ıvat derivace účelové funkce, i když bychom ne-
museli. Provedeme tedy po sobě n = 2 jednorozměrné minimalizace

y0,0 = x0 +
sT0 r0

sT0 As0

s0 = x0 −
sT0 (Ax0 − b)

sT0 As0

s0 =

(
0
0

)
+ 1

(
1
0

)
=

(
1
0

)
,

y0,1 = y0,0 −
sT1
(
Ay0,0 − b

)
sT1 As1

s1 =

(
1
0

)
− 1

5

(
0
1

)
=

1

5

(
5
−1

)
.

Nyńı můžeme naj́ıt směr, ve kterém provedeme jednorozměrnou minimalizaci za účelem
nalezeńı následuj́ıćıho bodu minimalizuj́ıćı posloupnosti

z0 = y0,1 − x0 =
1

5

(
5
−1

)
,
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x1 = x0 +
zT0 r0

zT0 Az0

z0 = x0 −
zT0 (Ax0 − b)

zT0 Az0

z0 =

(
0
0

)
+ 2 · 1

5

(
5
−1

)
=

2

5

(
5
−1

)
.

T́ımto jsme dokončili jeden krok metody a přǐrad́ıme vektor z0 mezi vektory směr̊u, ve
kterých je prováděna jednorozměrná minimalizace

{s0, s1} −→ {s1, z0} .

Následuje druhý krok

y1,0 = x1 −
sT1 (Ax1 − b)

sT1 As1

s1 =
2

5

(
5
−1

)
− 1

5

(
0
1

)
=

1

5

(
10
−3

)
,

y1,1 = y1,0 −
zT0
(
Ay1,0 − b

)
zT0 Az0

z0 =
1

5

(
10
−3

)
+

1

2
· 1

5

(
5
−1

)
=

1

10

(
25
−7

)
.

Nyńı zjist́ıme druhý A-sdružený vektor z1

z1 = y1,1 − x1 =
1

10

(
25
−7

)
− 2

5

(
5
−1

)
=

1

10

(
5
−3

)
.

Následný vypoč́ıtaný bod minimalizuj́ıćı posloupnosti již bude naš́ım hledaným minimem,
jelikož bude sestrojen pomoćı A-sdružených vektor̊u z0 a z1

x2 = x1 +
zT1 r1

zT1 Az1

z1 = x1 −
zT1 (Ax1 − b)

zT1 Az1

z1 =
2

5

(
5
−1

)
+ 2 · 1

10

(
5
−3

)
=

(
3
−1

)
.

Můžeme jen ukázat, že vektory z0 a z1 jsou skutečně A-sdružené

zT0 A z1 =
2

5
(5;−1) ·

(
1 2
2 5

)
· 1

10

(
5
−3

)
=

2

50
(3; 5)

(
5
−3

)
= 0.

3.4 Newtonovské metody

V této části se budeme zabývat metodami, které ke svému pr̊uběhu budou potřebovat
nejen znalost prvńı derivace účelové funkce f ′ (x), ale také vyžaduj́ı znalost derivace druhé
f ′′ (x). Začneme s metodou, podle které je tato sekce nazvána, tedy metodou Newtonovou.

3.4.1 Newtonova Metoda

Jak již bylo zmı́něno v úvodu, budeme nyńı vyžadovat, aby druhá derivace účelové funkce
f ′′ (x) existovala a byla spojitá na Rn. Zat́ım tedy máme na Hesseho matici druhých derivaćı
jen podmı́nku symetrie. V pr̊uběhu výpočtu uvid́ıme jaké daľśı podmı́nky metoda na tuto
matici bude klást.

Necht’ máme bod xk jako výchoźı bod v obecném k-tém kroku. Metoda v každém
kroku nahrazuje minimalizovanou účelovou funkci Taylorovým polynomem 2. stupně se
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středem v bodě xk a hledá minimum této aproximace na mı́sto minima účelové funkce. Za
předpokladu, že f je silně konvexńı, je tento bod jediným bodem globálńıho minima.

Taylor̊uv polynom se středem v xk, kterým budeme nahrazovat danou účelovou funkci,
zaṕı̌seme jako

Fxk
(x) = f (xk) + (x− xk)

T f ′ (xk) +
1

2
(x− xk)

T f ′′ (xk) (x− xk) .

Dále xk+1 najdeme jako řešeńı úlohy Fxk
(x)→ min. Tuto úlohu źıskáme derivaćı Taylorova

polynomu podle x a položeńım rovno nule. Úpravou dostaneme

∂Fxk
(x)

∂x
= f ′ (xk) + (x− xk)

T f ′′ (xk) = 0,

xk+1 = xk − (f ′′ (xk))
−1
f ′ (xk) . (3.39)

Z tohoto výrazu vid́ıme, že Hesseho matice druhých derivaćı muśı být regulárńı, abychom
mohli výpočet touto metodou provést. Dále pokud je f konvexńı, tak je matice f ′′ (xk)
pozitivně semidefinitńı, a tedy xk+1 bude globálńım minimem Fxk

(x) na Rn.

Všimněme si, že pokud bude zadaná účelová funkce f funkćı kvadratickou, tak bude
Hesseho matice konstantńı a bod minima aproximace se bude rovnat skutečnému bodu
minima účelové funkce. Potom je možné naj́ıt tento bod minima v jediném kroku.

Nyńı si dokážeme větu, která nám napov́ı ohledně rychlosti konvergence Newtonovy
metody.

Věta 3.15. Necht’ účelová funkce f je na Rn dvakrát diferencovatelná, silně konvexńı s
konstantou θ > 0 a splňuje

‖f ′′ (x)− f ′′ (y) ‖ ≤M‖x− y‖, (3.40)

pro libovolné x, y ∈ Rn, tedy f ′′ (x) je Lipschitzovská s konstantou M > 0. Pokud splňuje
výchoźı bod x0

‖f ′′ (x0) ‖ < 8θ2

M
, (3.41)

tedy existuje q ∈ (0, 1), pro které plat́ı

‖f ′′ (x0) ‖ =
8θ2q

M
, (3.42)

potom posloupnost {xk} daná vztahem (3.39) konverguje k jedinému bodu minima účelové
funkce x∗ s kvadratickou rychlost́ı, tedy

‖xk − x∗‖ ≤ 4θq2k

M
.
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D̊ukaz. Jelikož daná účelová funkce je silně konvexńı, tak má právě jedno globálńı minimum
na Rn a plat́ı pro ni

sTf ′′ (x) s ≥ 2θ‖s‖2, 5 (3.43)

pro x, s ∈ Rn. Z tohoto v́ıme, že matice f ′′ (x) je pozitivně definitńı pro každé x ∈ Rn,
tedy je regulárńı a můžeme tud́ıž využ́ıt výpočtu pomoćı Newtonovy metody.

Dále pro silně konvexńı účelovou funkci v́ıme, že plat́ı

(f ′ (xk)− f ′ (x∗))T (xk − x∗) ≥ 2θ‖xk − x∗‖26,

jelikož plat́ı f ′ (x∗) = 0 a využit́ım Cauchy-Schwarzovy nerovnosti źıskáváme

‖xk − x∗‖2 ≤ 1

2θ
(f ′ (xk)− f ′ (x∗))T (xk − x∗) ≤ 1

2θ
‖f ′ (xk) ‖‖xk − x∗‖,

tedy

‖xk − x∗‖ ≤ 1

2θ
‖f ′ (xk) ‖. (3.44)

Nyńı odhadneme ‖f ′ (xk) ‖. Mějme identitu

∂

∂α
f ′ (xk + α (xk+1 − xk)) = f ′′ (xk + α (xk+1 − xk)) (xk+1 − xk) .

Tuto identitu integrujme podle α od 0 do 1 a od obou stran odečteme f ′′ (xk) (xk+1 − xk)[
f ′ (xk + α (xk+1 − xk))

]1

0

− f ′′ (xk) (xk+1 − xk) =

=

1∫
0

f ′′ (xk + α (xk+1 − xk)) (xk+1 − xk) dα− f ′′ (xk) (xk+1 − xk) ,

úpravou źıskáme

f ′ (xk+1)− f ′ (xk)− f ′′ (xk) (xk+1 − xk) =

=

1∫
0

[f ′′ (xk + α (xk+1 − xk))− f ′′ (xk)] (xk+1 − xk) dα.

Jelikož máme na pravé straně této rovnice rozd́ıl dvou druhých derivaćı v rozd́ılných bo-
dech, můžeme použ́ıt (3.40) a źıskáme

‖f ′ (xk+1)− f ′ (xk)− f ′′ (xk) (xk+1 − xk) ‖ ≤
M

2
‖xk+1 − xk‖2 (3.45)

5Důkaz tohoto tvrzeńı je mimo zaměřeńı této práce a tud́ıž zde neńı napsán. Je ho možné naj́ıt např́ıklad
v [3], str. 38.

6Důkaz neuveden ze stejného d̊uvodu jako u výrazu výše. Je ho možné naj́ıt např́ıklad v [9], str. 91.
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Dosazeńım do obou stran z rovnice (3.39) ve tvaru xk+1 − xk = − (f ′′ (xk))
−1 f ′ (xk) do-

staneme nerovnost

‖f ′ (xk+1) ‖ ≤ M

2
‖ (f ′′ (xk))

−1 ‖2‖f ′ (xk) ‖2. (3.46)

Nyńı se pokuśıme odhadnout normu matice ‖ (f ′′ (xk))
−1 ‖. Položme s = (f ′′ (xk))

−1 y, pak
využijeme (3.45), Cauchy-Schwarzovu nerovnost a dostaneme

‖ (f ′′ (xk))
−1

y‖2 ≤ 1

2θ
yT (f ′′ (xk))

−1
y ≤ 1

2θ
‖y‖‖ (f ′′ (xk))

−1
y‖.

Úpravou prvńı a třet́ı části této nerovnice dostaneme

‖ (f ′′ (xk))
−1 y‖

‖y‖
≤ ‖ (f ′′ (xk))

−1 ‖‖y‖
‖y‖

= ‖ (f ′′ (xk))
−1 ‖.

Tedy źıskáváme

‖ (f ′′ (xk))
−1 ‖ = max

y 6=0

‖ (f ′′ (xk))
−1 y‖

‖y‖
≤ 1

2θ
.

Dosazeńım do (3.46) dostaneme

‖f ′ (xk+1) ‖ ≤ M

8θ2
‖f ′ (xk) ‖2.

Tato nerovnost je odvozena pro libovolné k, tedy můžeme postupně dosazovat zpět do
(3.46). Jakmile se dostaneme k k = 0, použijeme rovnost (3.42)

‖ (f ′ (xk)) ‖ ≤
M

8θ2
‖ (f ′ (xk−1)) ‖2 ≤

(
M

8θ2

)3

‖ (f ′ (xk−2)) ‖4 ≤ . . . ≤

≤
(
M

8θ2

)2k−1

‖ (f ′′ (x0))
−1 ‖2k

=
8θ2

M
q2k

.

T́ımto jsme dokázali prvńı nerovnici a druhou źıskáme dosazeńım tohoto výsledku do (3.44)

‖xk − x∗‖ ≤ 1

2θ
· 8θ2

M
q2k

,

‖xk − x∗‖ ≤ 4θ

M
q2k

.

Tato věta nám objasnila výhody a komplikace, které plynou z využit́ı Newtonovy me-
tody. Výhodou je konvergence kvadratickou rychlost́ı, kterou se metoda řad́ı mezi rychle
konverguj́ıćı metody. Nevýhodou výpočetńıho procesu je však značná numerická náročnost
výpočtu (f ′′ (xk))

−1 při větš́ım n. Tuto zásadńı nevýhodu se pokuśıme odstranit v daľśı
prob́ırané metodě.

Dále je také vidět, že pro korektńı fungováńı Newtonovy metody máme omezený výběr
výchoźıho bodu podmı́nkou (3.41). Při nesplněńı této podmı́nky existuj́ı i silně konvexńı
funkce, které nebudou konvergovat.
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Př́ıklad 14. Proved’te jeden krok Newtonovou metodou. Pro přehlednost označ́ıme x =
(u1, u2) Minimalizovaná účelová funkce má vyjádřeńı

f (x) = f (u1, u2) =
(
u2

1 + u2 + u2
1u

2
2

) 3
2 ,

výchoźım bodem bude x0 = (2; 1)T .

Řešeńı. Jako prvńı si vypoč́ıtáme prvńı a druhé derivace účelové funkce

f ′u1
= 3

(
u2

1 + u2 + u2
1u

2
2

) 1
2 ·
(
u1 + u1u

2
2

)
,

f ′u2
=

3

2

(
u2

1 + u2 + u2
1u

2
2

) 1
2 ·
(
1 + 2u2

1u2

)
,

f ′u1,u1
= 3

(
u2

1 + u2 + u2
1u

2
2

)− 1
2 ·
(
u1 + u1u

2
2

)2
+ 3

(
u2

1 + u2 + u2
1u

2
2

) 1
2 ·
(
1 + u2

2

)
,

f ′u2,u2
=

3

4

(
u2

1 + u2 + u2
1u

2
2

)− 1
2 ·
(
1 + 2u2

1u2

)2
+ 3

(
u2

1 + u2 + u2
1u

2
2

) 1
2 · u2

1,

f ′u1,u2
= f ′u2,u1

=
3

2

(
u2

1 + u2 + u2
1u

2
2

)− 1
2 ·
(
u1 + u1u

2
2

)
·
(
1 + 2u2

1u2

)
+

+ 3
(
u2

1 + u2 + u2
1u

2
2

) 1
2 · 2u1u2.

Můžeme tedy zapsat gradient a Hesseho matici v bodě x0 = (2; 1)

f ′′ (x0) =

(
34 54
54 225

4

)
, f ′ (x0) =

(
36
81
2

)
Nyńı můžeme vyřešit př́ıklad dvěma zp̊usoby. Prvńı zp̊usob zahrnuje vypsáńı Taylorova
mnohočlenu dané funkce středem v bodě x0 = (2; 1)T a poté derivováńı tohoto mnohočlenu
a položeńı derivaćı rovno nule. T́ımto standardńım minimalizačńım postupem se dostaneme
bez složitých výpočt̊u k minimu naš́ı aproximace, a tedy k daľśımu bodu minimalizuj́ıćı po-
sloupnosti. Druhou možnost́ı je dosadit př́ımo do vzorce (3.39). Při tomto postupu muśıme
ovšem poč́ıtat inverzi Hesseho matice, avšak pro malé n může být tento postup znatelně
rychleǰśı.

Postup 1)

Zjist́ıme vyjádřeńı Taylorova mnohočlenu se středem v bodě x0 = (2; 1)T

Fx0 (x) = f (x0) + (x− x0)T f ′ (x0) +
1

2
(x− x0)T f ′′ (x0) (x− x0) =

= 27 + (u1 − 2;u2 − 1)

(
36
81
2

)
+

1

2
(u1 − 2;u2 − 1)

(
34 54
54 225

4

)(
u1 − 2
u2 − 1

)
=

= 27 + 36 (u1 − 2) +
81

2
(u2 − 1) + 17 (u1 − 2)2 + 54 (u1 − 2) · (u2 − 1) +

225

8
(u2 − 1)2 .
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Nyńı máme Taylor̊uv mnohočlen. Můžeme provést parciálńı derivace a položit je rovny
nule. T́ımto źıskáme bod minima aproximace

∂Fx0 (x)

∂u1

= 36 + 34 (u1 − 2) + 54 (u2 − 1) = 0,

∂Fx0 (x)

∂u2

=
81

2
+ 54 (u1 − 2) +

225

4
(u2 − 1) = 0.

Úpravou dostaneme soustavu lineárńıch rovnic

34u1 + 54u2 − 86 = 0,

54u1 +
225

4
u2 −

495

4
= 0.

Řešeńım této soustavy a tedy náš hledaný daľśı bod minimalizuj́ıćı posloupnosti je bod

x1 =
(

410
223

; 97
223

)T
= (1, 84; 0, 43)T .

Postup 2)

Při tomto postupu použijeme př́ımo vzorce pro výpočet daľśıho bodu minimalizuj́ıćı po-
sloupnosti

x1 = x0 − (f ′′ (x0))
−1
f ′ (x0) =

(
2
1

)
−

(
− 25

446
12
223

12
223

− 68
2007

)
·
(

36
81
2

)
=

(
410
223

97
223

)
.

Je vidět, že druhý postup zabral jediný řádek oproti prvńımu postupu, jehož výpočet trval
mnohem déle. Muśıme si však uvědomit, že jsme měli malý rozměr matice (f ′′ (x))−1 a
výpočet této inverzńı matice nebyl výpočetně náročný.

3.4.2 Metoda proměnné metriky

Jak již bylo zmı́něno, tak se Newtonova metoda potýká s problémem numerické náročnosti
výpočtu (f ′′ (x))−1. Metoda proměnné metriky se tedy nesnaž́ı vypoč́ıtat tuto inverzi na-
jednou, ale postupným výpočtem, stejně jako se v metodě sdružených směr̊u postupně
źıskávaj́ı A-sdružené vektory. Teoretický základ je rovněž odvozen z této metody, tu však
již známe, tak si můžeme tuto ideu lehce osvětlit.

Budeme opět uvažovat kvadratickou účelovou funkci tvaru (3.19), plat́ı tedy A = f ′′ (x).
Pro libovolný bod x ∈ Rn pomoćı úpravy derivace účelové funkce plat́ı

x∗ = A−1b,

dosazeńım za b a úpravou źıskáme

x∗ = A−1 (Ax− f ′ (x)) = x−A−1f ′ (x) .
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Tato rovnice nám ř́ıká, že při provedeńı minimalizace z libovolného x ∈ Rn ve směru
−A−1f ′ (x) se dostaneme t́ımto krokem do bodu minima účelové funkce. Nyńı ukážeme,
že pro metodu sdružených směr̊u toto plat́ı pro krok k = n− 1. Pro tento krok v metodě
sdružených gradient̊u z rovnice (3.29) plat́ı

sn−1 =
1

αn−1

A−1 (rn−1 − rn) ,

jelikož se jedná o posledńı krok metodou, tak v́ıme, že rn = 0, potom tedy plat́ı

sn−1 =
1

αn−1

A−1rn−1 = − 1

αn−1

A−1f ′ (xn−1) ,

Při dosazeńı této rovnice do (3.28) dostaneme

xn = xn−1 −A−1f ′ (xn−1) ,

Což je přesně naše minimalizace, která směřuje do bodu minima dané účelové funkce.

Metoda proměnné metriky tohoto využ́ıvá. Necht’ Z0 je libovolná symetrická, pozitivně
definitńı matice. Nový bod minimalizuj́ıćı posloupnosti pro obecný k-tý krok je źıskán jako

xk+1 = xk − αkZkf
′ (xk) , (3.47)

z čehož je vidět, že se metoda bude snažit o postupné upravováńı matice Zk tak, aby platilo
Zn = A−1. Stejně jako v metodě sdružených gradient̊u nyńı můžeme vypoč́ıtat αk, tedy
koeficient udávaj́ıćı délku kroku při jednorozměrné minimalizaci ve směru −Zkf

′ (xk)

xn = x0 −
n−1∑
k=0

αkZkf
′ (xk) ,

xn − x0 = −
n−1∑
k=0

αkZkf
′ (xk) ,

Z toho pro A-sdružené vektory −Zkf
′ (xk) plat́ı

αk = − (Zkf
′ (xk))

T A (xn − x0)

(Zkf ′ (xk))
T A (Zkf ′ (xk))

= − (Zkf
′ (xk))

T (b−Ax0)

(Zkf ′ (xk))
T A (Zkf ′ (xk))

=

=
f ′ (xk)

T Zkf
′ (x0)

(Zkf ′ (xk))
T A (Zkf ′ (xk))

.

Rovnost

αk =
f ′ (xk)

T Zkf
′ (x0)

(Zkf ′ (xk))
T A (Zkf ′ (xk))

=
f ′ (xk)

T Zkf
′ (xk)

(Zkf ′ (xk))
T A (Zkf ′ (xk))

,

je možné dokázat stejně jako ve Větě 3.8. Dále využijeme vektoru sk definovaného jako

sk = xk+1 − xk = −αZkf
′ (xk) ,
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Nyńı již nepoč́ıtáme celý nový směrový vektor, ale muśıme vypoč́ıtat matici Zk+1, abychom
mohli pokračovat ve výpočtu

Zk+1 = Zk +
sks

T
k

sTkAsk
+ Ck. (3.48)

Když porovnáme tento vzorec s vzorcem využ́ıvaným pro výpočet nového směru při použit́ı
metody sdružených směr̊u, je očividně jeden člen nav́ıc. T́ımto členem je Ck, které má
za úlohu, stejně jako βksk u metody sdružených směr̊u, zajistit A-sdruženost vektor̊u
s0, . . . , sk. Matice Ck muśı být určena tak, aby bylo splněno

Zk+1Ask = sk.

Dosazeńım této rovnice do rovnice výše a úpravou źıskáváme

Zk+1Ask = ZkAsk +
sks

T
k

sTkAsk
Ask + CkAsk,

sk = ZkAsk + sk + CkAsk,

(Zk + Ck) Ask = 0.

Pro lepš́ı přehlednost provedeme substituci hk = Ask z definice sk můžeme tuto rovnost
přepsat též jako hk = f ′ (xk+1)− f ′ (xk). Podmı́nku výše můžeme upravit do tvaru

Ck = −(Zkhk) (Zkhk)
T

hTkZkhk
.

Z této rovnice je dále jasné, že muśı platit hTkZkhk 6= 0. Vložeńım posledńı rovnice do
(3.48) a z definice hk źıskáme rovnici

Zk+1 = Zk +
sks

T
k

sTkhk
− (Zkhk) (Zkhk)

T

hTkZkhk
. (3.49)

Tato transformace nám nav́ıc zachovává pozitivńı definitnost matice Zk+1.

Věta 3.16. Necht’ je účelová funkce tvaru (3.19), kde A je symetrická, pozitivně definitńı
matice. Pak vektory s0, . . . , sk−1 jsou v libovolném k-tém kroku A-sdružené a Zn = A−1 =
(f ′′ (xn))−1.

D̊ukaz. Plat́ı
Zk+1Ask = sk.

pro k = 0 tedy spolu s definićı hk plat́ı

Z1As0 = Z1h0 = s0.

Naṕı̌seme si pomocnou rovnici

Z1f
′ (x1) =

1

α1

(x1 − x2) = − s1

α1

,
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Jelikož stejně jako u předešlých metod plat́ı, že směr derivace je kolmý k směru, kterým
jsme se do daného bodu dostali, tak můžeme dokázat

0 = sT0 f
′ (x1) = (Z1As0)T f ′ (x1) = (As0)T Z1f

′ (x1) = − 1

α1

sT0 As1.

Toto nám dokazuje platnost A-sdruženosti pro prvńı dva vektory s. Pro dokázáńı této
vlastnosti pro s1 a s2 polož́ıme

Z2As1 = Z2h1 = s1.

V d̊ukazu bychom pokračovali stejně jako u předchoźıho kroku. Nyńı se pokuśıme dokázat
A-sdruženost vektor̊u s0 a s2. Z A-sdruženosti vektor̊u s0, s1 a z rovnosti s0f

′ (x1) = 0
vyvod́ıme rovnici

sT0 (f ′ (x1) + As1) = 0.

Z definice hk v́ıme, že f ′ (x2) = f ′ (x1) + As1, tedy plat́ı

s0f
′ (x2) = 0.

Opět vytvoř́ıme pomocnou rovnici

Z2f
′ (x2) =

1

α2

(x2 − x3) = − s2

α2

Potom využijeme toho, že pokud vynásob́ıme rovnici (3.49) členem As0, tak nám vyjde
rovnice Z2As0 = Z1As0 = s0, jelikož jsou ostatńı členy d́ıky A-sdruženosti vektor̊u s0, s1

nulové. Nyńı můžeme upravit

0 = s0f
′ (x2) = (Z2As0)T f ′ (x2) = (As0)T Z2f

′ (x2) = − 1

α2

sT0 As2.

Nyńı jsme dokázali, že vzorce

ZkAsi = si, pro 0 ≤ i ≤ k, (3.50)

sTi Asj = 0, pro 0 ≤ i < j < k, (3.51)

sTi f
′ (xk) = 0, pro 0 ≤ i < k, (3.52)

mohou být dokázány indukćı pro k. Pro k = 0, 1 jsme platnost již dokázali. Nyńı tedy
předpokládejme, že vzorce plat́ı pro k a dokážeme, že plat́ı pro k + 1. Pro i = k plat́ı
vzorec (3.52) z definice metody. Prozkoumáme tedy celou možnost i < k. Vyjdeme z
rovnice

f ′ (xk+1)− f ′ (xi+1) = A (xk+1 − xi+1) = A (xk+1 − xk + xk − xk−1) + . . .+ xi+2 − xi+1).

Pomoćı definice sk źıskáme

f ′ (xk+1) = f ′ (xi+1) + A (si+1 + . . .+ sk)
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Celou rovnici vynásob́ıme si

sif
′ (xk+1) = sTi f

′ (xi+1) + sTi A (si+1 + . . .+ sk) = 0.

Tato rovnost plat́ı z našeho předpokladu platnosti A-sdruženosti vektor̊u s0, . . . , sk. T́ımto
jsme dokázali rovnici (3.52). Nyńı dokážeme rovnici (3.50). Opět z A-sdruženosti vektor̊u
s0, . . . , sk plat́ı

(Zkhk)
T Asi = hTk (ZkAsi) = sTkAsi = 0.

Pokud tedy obě strany rovnice (3.49) vynásob́ıme Asi źıskáme při použit́ı rovnice výše

Zk+1Asi = ZkAsi = si,

jelikož kromě členu Zk budou oba zbývaj́ıćı členy na pravé straně rovnice (3.49) po vynásobeńı
rovny nule. Nyńı stač́ı dokázat rovnici (3.51). Vyjdeme z již dokázané rovnice (3.52)

0 = sTk f
′ (xk+1) = (Zk+1Ask)

T f ′ (xk+1) = sTkAZk+1f
′ (xk+1) = − 1

αk+1

sTkAsk+1.

Dále plat́ı

sTi Ask+1 = (Asi)
T (−αk+1Zk+1f

′ (xk+1)) = −αk+1 (Zk+1Asi)
T f ′ (xk+1) =

= −αk+1s
T
i (f ′ (xk) + Ask) = 0.

T́ımto je dokázána A-sdruženost vektor̊u s0, . . . , sk−1 pro libovolný k-tý krok. Z tohoto
vyplývá, že vektor f ′ (xn) muśı být roven nule, jelikož je ortogonálńı k n lineárně nezávislým
vektor̊um s0, . . . , sn−1. T́ımto zp̊usobem pro

ZnAsi = si, pro i = 0, 1, . . . , n− 1,

muśı platit
ZnA = In, neboli Zn = A−1.

Př́ıklad 15. Metodou proměnné metriky najděte minimum funkce tvaru (3.19), pro kterou
plat́ı

A =

(
4 2
2 3

)
, b =

(
2
0

)
,

za výchoźı bod si zvoĺıme x0 = (0; 0)T a úvodńı aproximaci matice A−1 jako

Z0 =

(
1 0
0 1

)
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Řešeńı. Jako prvńı zjist́ıme hodnotu derivace v bodě x0

f ′ (x0) = Ax0 − b =

(
4 2
2 3

)(
0
0

)
−
(

2
0

)
=

(
−2
0

)
.

Pomoćı této derivace můžeme zjistit koeficient udávaj́ıćı délku posunu do následuj́ıćıho
bodu minimalizuj́ıćı posloupnosti a následně i tento bod

α0 =
f ′ (x0)T Z0f

′ (x0)

(Z0f ′ (x0))T A (Z0f ′ (x0))
= 0, 25,

x1 = x0 − α0Z0f
′ (x0) =

(
0
0

)
− 0, 25

(
1 0
0 1

)(
−2
0

)
=

(
0, 5
0

)
.

Nyńı muśıme spoč́ıtat pomocné vektory h0 a s0, abychom mohli zjistit následuj́ıćı aproxi-
maci matice A−1

s0 = x1 − x0 =

(
0, 5
0

)
,

h0 = As0 =

(
4 2
2 3

)(
0, 5
0

)
=

(
2
1

)
,

Z1 = Z0 +
s0s

T
0

sT0 h0

− (Z0h0) (Z0h0)T

hT0 Z0h0

=

(
0, 45 − 0, 4
−0, 4 0, 8

)
.

Nyńı máme jak nový bod minimalizuj́ıćı posloupnosti tak novou aproximaci, můžeme tedy
zač́ıt druhý krok.

f ′ (x1) = Ax1 − b =

(
4 2
2 3

)(
0, 5
0

)
−
(

2
0

)
=

(
0
1

)
.

V tomto kroku vypoč́ıtaný bod minimalizuj́ıćı posloupnosti již bude hledaný bod minima

α1 =
f ′ (x1)T Z1f

′ (x1)

(Z1f ′ (x1))T A (Z1f ′ (x1))
= 0, 625,

x2 = x1 − α1Z1f
′ (x1) =

(
0, 5
0

)
− 0, 625

(
0, 45 − 0, 4
−0.4 0.8

)(
0
1

)
=

(
0, 5
0

)
=

=

(
0, 5
0

)
+

(
0, 25
−0, 5

)
=

(
0, 75
−0, 5

)
.

Pro ověřeńı, že jsme skutečně v bodě minima vypoč́ıtáme hodnotu derivace účelové funkce
v tomto bodě

f ′ (x2) = Ax2 − b =

(
4 2
2 3

)(
0, 75
−0, 5

)
−
(

2
0

)
=

(
2
0

)
−
(

2
0

)
=

(
0
0

)
.
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Pokud spoč́ıtáme matici Z2, tak můžeme ověřit, že plat́ı Z2 = A−1

Z2 = Z1 +
s1s

T
1

sT1 h1

− (Z1h1) (Z1h1)T

hT1 Z1h1

=

(
0, 375 − 0, 25
−0, 25 0, 5

)
= A−1.

Tato konkrétńı varianta metody byla vyvinuta matematiky Davidonem, Fletcherem a
Powellem. Často je tedy nazývána DFP metodou. Spolu s ostatńımi kwazinewtonovskými
metodami patř́ı mezi nejefektivněǰśı výpočetńı postupy z hlediska praktických výsledk̊u.
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Rejstř́ık pojmů

A-sdruženost, 49
aproximace účelové funkce, 24
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gradient, 34
Gram-Schmid̊uv ortogonalizačńı proces, 50
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kernel, 55
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koeficient přesnosti, 6
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lineárńı obal, 61
Lipschitzova podmı́nka, 47

metoda
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gradientńı, 20
gradientńı (v́ıcerozměrná), 34
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interpolačńı, 24
komparativńı, 8
komparativńı (v́ıcerozměrná), 31

kvadratické interpolace, 24
nejrychleǰśıho spádu, 35

pro kvadratické funkce, 37
s drobeńım kroku, 46

newtonova, 63
newtonovská, 63
paralelńıch tečen, 44
pasivńı, 7
proměnné metriky, 68
sdružených směr̊u, 49

nultého řádu, 60
pro kvadratické funkce, 49
pro nekvadratické funkce, 57

tečen, 20
v́ıcerozměrné optimalizace, 30
zlatého řezu, 17

minimalizuj́ıćı posloupnost, 5

nezávislost vektor̊u, 50

opěrný bod, 32

pozitivńı semidefinitnost, 55
požadavek přesnosti výpočtu, 6

silná kovexita, 64
soustava lineárńıch rovnic, 37
souřadnicové hledáńı, 31
stacionárńı bod, 48

Taylor̊uv mnohočlen, 38

unimodálnost, 7
účelová funkce, 5

vlastńı hodnoty matice, 40

zlatý řez, 17
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Rejstř́ık proměnných
(Seřazeny podle prvńıho použit́ı v práci, udávané s č́ıslem stránky)

x0,x0 - výchoźı bod, počátečńı aproximace, (7)
xk,xk - bod minimalizuj́ıćı posloupnosti (zpravidla nalezený po k-tém kroku),(7)
αk - koeficient udávaj́ıćı délku kroku k + 1, (7)
sk, sk - směr jednorozměrné minimalizace pro krok k + 1, (7)
x∗,x∗ - skutečný bod minima účelové funkce, (7)
∆ - koeficient přesnosti, (8)
a, b - hraničńı body intervalu lokalizace minima, (10)
Fn - člen Fibonacciho posloupnosti lež́ıćı na mı́stě n+ 1, (13)
y, z - děĺıćı body intervalu lokalizace minima, (14)
λk - podinterval p̊uvodńıho intervalu tvořený při výpočtu Fibonacciho

metodou, (14)
τ̂ - poměr zlatého řezu, (19)
c, d - děĺıćı body intervalu lokalizace minima pro metodu kvadratické

interpolace, (26, 27)
F (x) , F (x) - aproximace účelové funkce, (26, 66)
d - vektor délek krok̊u při jednorozměrných optimalizaćıch, (33)
x - testovaný bod při souřadnicovém vyhledáváńı nebo hledáńı ve směru

opěrného bodu, (33)
x̂ - doposud nalezené minimum souřadnicovým vyhledáváńım, (33)
A - matice kvadratické účelové funkce, (39)
b - lineárńı člen v kvadratické účelové funkci, (39)
H - Hesseho matice, matice druhých derivaćı, (40)
λn - vlastńı hodnoty matice A, (42)
ϑ - koeficient drobeńı kroku, (48)
r - antigradient, záporná hodnota gradientu, (52)
βk - člen zajǐst’uj́ıćı A-sdruženost vektor̊u směru jednorozměrné

optimalizace, (52)
yk,i - pomocný bod nalezený jednorozměrnou optimalizaćı, (63)
zk - nově nalezené směry jednorozměrných minimalizaćı v metodě

sdružených směr̊u nultého řádu, (63)
Zk - aproximace Hesseho matice, (71)
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