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Anotace

Bakalatska prace Booleova algebra a jeji modely se zamé&tuje na problematiku Booleovy
algebry, jejich modelt a vyuziti této problematiky v praxi v tzv. Booleovském pocitani.
Prace miiZe slouZit jako shrnuti oblasti, kterymi jsou mnoZiny a Vennovy diagramy,
vyrokova logika, operace na mnozinach a jejich vlastnosti a samotna Booleova algebra,
pro studenty gymnazii a vysokych skol. Bakalafska prace nabizi moznost procviceni
ziskanych znalosti na mnozstvi feSenych piikladi. Soucasti prace je také mensi vyzkum

mapujici povédomi a zajem o vyuku Booleovy algebry na gymnaziich v Ceské republice.
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algebra pravdivostnich hodnot

Abstract

The bachelor thesis Boolean algebra and its models focuses on matters of Boolean
algebra, its models and usage of this issue in practice in so-called Boolean numeration.
The thesis can be used as a summary of areas such as sets, Venn's diagrams, propositional
logic, sets operations and their properties and Boolean algebra itself, for students of
grammar schools and universities. The bachelor thesis offers the possibility to practise
acquired knowledge on several solved examples. The bachelor thesis also includes small
research which survey awareness and an interest in teaching Boolean algebra at grammar

schools in the Czech Republic.
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Uvod

Uvod
V mé bakalaiské praci se budu zabyvat problematikou Booleovy algebry. Booleova
algebra neni téma, které¢ by se Casto vyucovalo na stfednich nebo vysokych Skolach.
Jelikoz je vsak tato problematika velice zajimava, rozhodla jsem ji zpracovat v mé
bakalaiské praci tak, aby byla privétivéjsi pro studenty jak stiednich, tak i vysokych skol.
To je také diivodem, pro€ je text pojat spiSe z populdrniho nez z odborného hlediska.
V kazd¢ kapitole jsou nadefinovany dulezit¢é pojmy a vlastnosti jednotlivych
matematickych jevi tak, aby bylo mozné pouzivat je Vv praxi. Za kazdou kapitolou
nasleduji ptiklady s postupnym feSenim, aby bylo mozné nabyté informace ihned
aplikovat. Ctenafi se postupné dozvi, kdo to byl George Boole a za co mu vdé¢ime,
zopakuji si, co je to mnoZina a pojmy s ni spojené, co je to Venntliv diagram a jak s nim
pracovat, zdkladni informace o vyrokové logice, o operacich na mnozinach a jejich

vlastnostech a kone¢né¢ o samotné Booleové algebie a pravidlech Booleovského pocitani.

Problém, ktery Booleovska algebra tesi, jsou dlouhé a slozité zapisy mnozin, které uz
nelze graficky znazornit ve Vennové¢ diagramu. Venniiv diagram je mozné pouzit
maximalné pro ¢tyfi mnoziny. Zapisy obsahujici pét a vice mnozin jsou tedy pro pouziti
této metody velice obtizné nebo dokonce netesitelné. Je tedy potfeba najit jiné feseni,
pomoci kterého komplikované zapisy zjednodusit. Timto feSenim je soubor axiomd, diky
kterym se zapisy mnozin znacné zkrati a simplifikuji. Dal§im problémem, ktery
Booleovské pocitani zjednodusuje, jsou slozité zapisy vyrokovych formuli. Pro feSeni
jednodussich zapisti pouzivame tabulky, ve kterych postupné urcujeme pravdivostni
hodnoty jednotlivych ¢asti vyrokovych formuli. Pro del$i zapisy je vSak opét tato metoda
nevhodnd, jelikoZ tabulky, pomoci kterych bychom museli komplexni ptiklady fesit, by
nabyly enormnich velikosti. Diky axiomim muzeme zapisy opét zjednodusit az do
podoby, kdy je mozné vyrokové formule pravdivostné ohodnotit. Ptiklady v mé

bakalarské praci jsou nejCastéji inspirovany publikaci [5].

V praktické ¢asti mé bakalarské prace je uveden vyzkum, ktery probéhl formou sbéru
online dotazniki od u¢iteli matematiky na nékolika vybranych gymnaziich v Ceské
republice. Dotaznik byl odeslan prostfednictvim emaili feditelim gymnazii, ktefi jej dale
rozeslali ucitelim, vyucujicim matematiku na jejich gymnaziich. Cilem dotazniku bylo
zjistit, jaké je povédomi ucitell v praxi o Booleové algebie a zda by dané uc¢ivo zaradili

do bézné vyuky nebo alespoinl do vyuky semindii matematiky na sttednich Skolach.
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1 George Boole

1 George Boole

V tvodu mé bakalarské prace bych chtéla uvést nékolik informaci o zivoté George Boolea

(obr. 1), 0 jeho dilech a zasluhach.

1.1 Mladi George Boolea

George Boole se narodil 2. listopadu 1815 ve mésté Lincoln v Anglii a zemiel 8. prosince
1864 v Ballintemple v Irsku ve v€ku 49 let. Pti¢inou umrti byl zapal plic. George Boole
byl britsky matematik, ktery pomohl rozvinout moderni symbolickou logiku a jehoZz

logické algebra, dnes nazyvana Booleova algebra, tvoii zaklad digitalnich pocitacovych

obvodu. [2]

Jelikoz George Boole pochazel z rodiny obchodnika, nebylo mu umoznéno ziskat vyssi
vzdélani. Jeho touha piiblizit se vyssi spole¢nosti ho vSak motivovala k rozhodnuti, Ze se
latinsky a fecky nauci sam. Ve 12 letech pielozil z latiny do anglictiny 6du Horace. Jeho
otec byl tak hrdy, Ze jeho praci otiskl do mistnich novin. Ohlasy kritikl vSak nebyly viibec
pozitivni. Nékolik z nich poptelo, Ze by byl chlapec Booleova veéku schopny prelozit tak

slozité dilo a zaroven vypichlo jeho chyby, coz George Boola ponizilo. [1]

Dulezitym c¢lovékem v Booleové Zivoté byl jeho otec, ktery ho ucil jak zaklady
matematiky, tak také vyrabét optické nastroje. Kromé pomoci od svého otce a par let
stravenych na mistnich skolach, byl George Boole spiSe samouk. Po krachu otcova
podniku musel zacit pracovat, aby se mohl postarat o svou rodinu. Od svych 16 let ucil
na vesnickych Skolach ve West Riding of Yorkshire a ve véku 20 let si dokonce oteviel
svoji vlastni Skolu ve mésté Lincoln. Jelikoz byl velice nespokojen s ucebnicemi
matematiky, rozhodl se, Ze se pokusi napsat svou vlastni knihu. Ve volném ¢ase si Cetl

matematické Casopisy a zacal feSit pokrocilé problémy algebry. [2]

1.2 Dilo George Boolea

George Boole ptispival svymi postichy do Cabridge Mathematical Journal. Jednim
zjeho prvnich prispévka byly vyzkumy Researches of the Theory of Analytical
Transformations, tykajici se diferencialnich rovnic a algebraickych problému linearnich
proménnych. V roce 1844 ziskal prvni zlatou medaili pro matematiky. V roce 1847 vydal
brozuru Mathematical Analysis of Logic, ve které tvrdil, ze logika by méla byt spojovana
s matematikou, nikoli pouze s filozofii. Na zakladé svych publikaci byl Boole jmenovan

profesorem matematiky na Queen’s College i pfesto, ze nemél zadny univerzitni titul.
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1 George Boole

V roce 1855 se ozenil s Mary Everest — netefi Sira George Everesta, po némz je

pojmenovana nejvyssi hora svéta Mount Everest. [2]

Jako jeden zprvnich Anglicanii pisici o logice, Boole vypichl analogii mezi
algebraickymi symboly a témi, které reprezentuji logické formy a usudky. Poukazal na
to, jakou mohou mit symboly pro mnozZstvi spojitost se symboly pro operace. Booleova
pozoruhodné obecna symbolickd metoda logického tsudku plné zapocala vydanim jeho
the Mathematical Theories of Logic and Probabilities (1854), které umoznilo zakreslit
do prostoru jakékoli mnozstvi terminii. Také se pokusil o obecnou metodu
Vv pravdépodobnosti, ktera by umoznila ze zadané pravdépodobnosti systému udalosti
odvodit vyplyvajici pravdépodobnost jinych udalosti logicky spojenych se zadanym
ptipadem. [2]

V roce 1857 byl Boole zvolen ¢lenem Kralovské spolecnosti. Booleovo vlivné dilo
Treatise on Differentila Equations (1859) bylo o rok pozdéji nasledovano dal$im dilem
Treatise on the Calulus of Finite Differences. Tato dvé dila, ktera obsahuji Booleovy
matematiky md mnoho modernich vyuziti. Jeho obtizn€¢ pochopitelné¢ tvahy vedly
K uzitim, o kterych on sam nikdy ani nesnil, jelikoz napfiklad o pocitacich nemohlo byt
v dob¢ jeho zivota ani uvazovano. [2] Booleova algebra prispéla k existenci elektrického
pocitace pouzivajiciho bindrni soustavu a logické elementy, poc¢itacového programovani,
elektrického inzenyrstvi, satelitnich obrazi, elektrickych obvodi, telefonnich okruht, a

dokonce Einsteinovy teorie relativity. [1]

Obrazek 1 George Boole [2]

10



2 Mnoziny a Vennovy diagramy

2 Mnoziny a Vennovy diagramy

2.1 Mnozina

Definice 2.1.1

Mnozina je libovolné, jednoznacné vymezeny souhrn néjakych objektl, které nazyvame

prvky mnoziny. [3]

Poznamka 2.1.1

Pro oznaceni mnozin budeme pouZzivat velka latinskd pismena a pro oznaceni
prvkll mnozin mald latinska pismena.

Zakladni, a ptitom vlastn¢ jedinou vlastnosti mnozin je, Zze obsahuji prvky.
Skutecnost, Zze objekt x je prvkem mnoziny A (tzn. x patii do A) budeme
zapisovat: X € A.

Skutecnost, Ze objekt x neni prvkem mnoziny A (tzn. X nepatii do A) pak budeme
zapisovat: x ¢ A. [3]

Rikame, 7e mnoZina je uréena, jestlize o kazdém objektu umime jednozna¢né
rozhodnout, zda je jejim prvkem ¢i nikoliv.

Mnoziny lze urCovat charakteristickou vlastnosti. V ptipadé konecnych mnozin
také vyctem (tj. vypsanim) vSech jejich prvku. [5]

V bézném jazyce se slovo mnozina nahrazuje slovy: hromada (kameni), hejno

(hus), sbirka (postovnich znamek), ...

N¢kolik ptikladli mnozin:

a)
b)
c)
d)
€)

Mnozina krajti v CR k dne$nimu dni.

Mnozina vSech Ceskych ek, které usti do mofte.

Mnozina vSech samohlasek pouzivanych v ¢eském jazyce.
A je mnozina vSech sudych ¢isel: A= {2, 4,6, 8, 10, ...}

B je mnozina vSech prvocisel mensich nez ¢islo 8: B= {2, 3, 5, 7}

Mnoziny d) a e) jsou zcela jiného druhu nez pfechozi mnoziny, protoze jejich prvky jsou

objekty idealni. [9]
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2 Mnoziny a Vennovy diagramy

MnoZiny lze urcit dvojim zplisobem:

Definice 2.1.2

a) Vypis prvku:

Do slozenych zavorek vypiSeme seznam prvki, ze kterych se mnozina
sklada.

Dulezité je, ze na potadi prvkll v seznamu nezéleZi.

Uvazujeme-li mnozinu M vSech ceskych tek, které usti do mote, ur€enim
mnoziny bude M = {Labe, Odra, Dunaj}, nebo stru¢néji M = {L, O, D}.
Mnozinu M jsme zapsali vy¢tem prvka.

Kazdy prvek mnoziny ma byt v zapisu mnoziny zastoupen praveé jednim
symbolem. Nechceme-li naptiiklad zcela vyloucit zapisy mnozin typu
{a, a}, {a, b, a}, apod. je tieba dohodnout se na tom, Ze budeme povazovat
za spravny zapis {a, a} = {a}, {a, b,a} = {a, b}, apod.

Je zifejmé, ze vyctem prvkd nelze =zapsat kazdou mnozinu,
napf. mnozinu A vSech sudych Cisel zapisujeme vyctem pouze nckolika
prvkla a existenci dalSich prvkti uvazované mnoziny vyzna¢ime dale

nékolika teckami. A = {2, 4,6, 8, ...}. [9]

b) Urceni charakteristickou vlastnosti:

Druhym zptsobem zépisu mnoziny M vsech Ceskych ek, které usti do
mofte je M = {x; x je Geska feka Gstici do mofe}. Cteme ,,mnoZzina M se
sklada praveé ztakovych prvka x, Ze x je Ceska feka ustici do mofte.”
O tomto zapisu fikame, Ze mnozina M je urCena charakteristickou
vlastnosti (zde je charakteristicka vlastnost: ,,prvek x je Ceska feka ustici

do moie*). [9]

Prazdnou mnozZinou nazyvame mnozinu, jeZ neobsahuje zadny prvek. Oznacujeme ji

symbolem @ nebo { }. Mnozina, ktera neni prazdna, se nazyva neprdzdna mnozZina. [5]

Pro oznafovani zékladnich ciselnych mnoZin jsou pouzity nasledujici standardni

symboly:

N..

z
Q..
R

. mnozina vSech pfirozenych ¢isel
. mnozina vSech celych Cisel
. mnoZina vSech raciondlnich cisel

. mnozina v$ech realnych ¢isel

12



2 Mnoziny a Vennovy diagramy

C ... mnozina vS§ech komplexnich ¢isel [3]

Definice 2.1.3
MnozZinu A nazyvame podmnozZinou mnoziny B, pravé kdyz plati: kazdy prvek mnoziny

A je také prvkem mnoziny B. Zapisujeme: A c B. [5]

Definice 2.1.4
Rovnost mnozin: Rikdme, ze mnoziny A, B jsou si rovny, pravé kdyz plati A ¢ B a
zaroveii B € A. K zépisu rovnosti mnozin pouzivime obycejného rovnitka; piSeme

A=B.[5]

Definice 2.1.5
Nerovnost mnozin: Nejsou-li splnény obé podminky ve vySe uvedené definici, fikame, ze

mnoziny A, B jsou riizné, a zapisujeme A # B. [5]

2.2 Vennovy diagramy
Definice 2.2.1

Vennitv diagram je grafické znazornéni mnozin. Ve Vennovych diagramech jsou
mnoziny zachyceny jako Cast roviny ohrani¢end uzavienou kiivkou. V jednodussich

piipadech postaci kruh (¢ast roviny ohrani¢end kruznici), pfi vét§Sim poctu mnoZin se

vvvvvv

Poznamka 2.2.1

e Pro odvozovani obecnych vztahli mezi mnozinami se pouziva schéma, které
prestavil anglicky védec a knéz John Venn v 19. stoleti, a proto jej nazyvame
Venntv (mnozinovy) diagram.

e Tento diagram umoznuje zaznamenat libovolny konecny pocet mnozin tak, ze
zachycujeme vSechny pfipustné moznosti rozlozeni prvkii a mizeme tak na
stejném diagramu modelovat rtizné situace.

o Nejcast&jsi pouziti Vennova diagramu je pro dv€, tfi nebo maximalné ctyfi

mnoziny, nebot’ pro vétsi po¢et mnozin se diagram stava nepiehlednym. [4]
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2 Mnoziny a Vennovy diagramy

Chceme-li naptiklad znazornit mnozinu A = {x € M, x je ¢eska feka tstici do mote}, kde

M je mnozina vSech fek, postupujeme takto: (obr. 2)

o Nil

e Volha

Mississippi (M

Obrazek 2 MnoZina ¢eskych rek usticich do more

e Ve zvolené roviné M sestrojime néjakou jednoduchou uzavienou kiivku A
(Kruznice, elipsa, ...) tak, ze se mnozina vSech bodi roviny rozpadne na dvé
mnoziny:

1) Mnozina v§ech bodi lezicich uvnitt kiivky
2) Mnozina vSech bodt lezicich vné kiivky

e Jednotlivé prvky uvazované mnoziny A znazornime jednotlivymi body uvniti
sestrojené uzaviené kiivky.

e Prvky, které nepatii do uvazované mnoziny A znazornime jednotlivymi body vné

sestrojené uzaviené kiivky. [9]
Nasledujici Vennovy diagramy vyjadiuji:

e Mnozinu A (obr. 3)
e MnozZinu A, mnozinu B (obr. 4)

e Mnozinu A, mnozinu B, mnozinu C (obr. 5)

A A B

C
Obrazek 5 Mnozina A, B, C

Obrazek 3 Mnozina A Qbrazek 4 MnoZina A, B
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2 Mnoziny a Vennovy diagramy

Nésledujici Vennovy diagramy vyjadiuji:

e podmnozinu A mnoziny M, tedy A € M (obr. 6)

e podmnozinu A, B mnoziny M, tedy A € M, B € M (obr. 7)

e podmnozinu A, B, C mnoziny M, tedy Ac M, Bc M, C c M (obr. 8)

e podmnozinu A, B, C, D mnoziny M, tedy Ac M,BcM,CcM,Dc M
(obr. 9)

M

Obrazek 6 PodmnoZzina A mnoZiny M

A B

M

Obrazek 7 PodmnoZina A, B mnozZiny M

A B

C M

Obrazek 8 PodmnoZina A, B, C mnoZiny M

A B

M

Obrazek 9 PodmnoZina A, B, C, D mnoZiny M
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2 Mnoziny a Vennovy diagramy

e Ovaly na obrazku ¢islo 7 znazoriiujici mnoziny A, B rozdéli obdélnik, jenz je
obrazem mnoziny M, na Ctyfi Casti. Témto Castem fikame pole Vennova
diagramu.

e Casti obdélnika, které vznikaji ,,skladanim® poli, nazyvame oblasti Vennova
diagramu. Také pole pocitame mezi oblasti. Stejnym zptisobem budeme mluvit i

o polich a oblastech pro jednu, tfi a ¢tyfi mnoziny. [5]

Definice 2.2.2

Ke kazdym dvéma mnozindm A, B existuje jednoznacné urend mnoZina, kterou
nazyvame Sjednoceni mnozin A, B a oznacujeme A U B. Je to mnozina vSech takovych
prvkl z M, které patii mnoziné A nebo patii mnoziné B. Pfitom slivko ,,nebo" chapeme
ve smyslu nevylucovacim (tj. do A U B patii prvky, které jsou z A i z B). Pfed spojkou

,hebo® v tomto vyznamu nepiseme ¢arku. [5]

Poznamka 2.2.2

Sjednocenim mnozin A, B je celd vybarvena ¢ast obrazku 10, tedy mnozina A i

mnozina B.

Obrazek 10 Sjednoceni mnozin A, B

Definice 2.2.3
Ke kazdym dvéma mnozindm A, B existuje jednozna¢né urend mnozina, kterou
nazyvame prunik mnozin A, B a oznaujeme A N B. Je to mnozina vsech téch prvki z

M, jez patii A a zaroven patii B. [5]

16



2 Mnoziny a Vennovy diagramy

Poznamka 2.2.3

Na obrazku 11 je vybarveno pole, jez znazornuje prianik mnozin A a B.

Obrazek 11 Prunik mnozin A, B

Definice 2.2.4

Doplnek mnoziny A vzhledem K mnoziné M je jednozna¢né urena mnozina vsech
takovych prvkil z M, které nepatii mnoziné A. Tuto mnoZinu stru¢néji nazyvame doplnék
mnoziny A a oznaCujeme A’. Tato mnozina lze charakterizovat nasledujicimi dvéma

podminkami:

e ANA' =20
e AUA =MI[5]

Poznamka 2.2.4

Na obrazku 12 je vybarveno pole, jeZ znazornuje doplnék mnoziny A.

Obrazek 12 Doplnék mnoZiny A
Definice 2.2.5
Rozdil mnozin A, B je jednozna¢né uréena mnozina, kterou znacime A \ B, a kterad

obsahuje prave ty prvky mnoziny A, které nepatii do mnoZiny B.

Poznamka 2.2.5
Tento rozdil lze také zapsat jako A\ B={X € A; x € B} ={x; x € AAx & B} [9]
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Na obrazku 13 je vybarveno pole, jeZ zndzoriiuje rozdil mnozin A, B.

Obrazek 13 Rozdil mnozin A, B

Definice 2.2.6

Symetricky rozdil mnozin A, B je jednozna¢né uréend mnozina, kterou znacime A A B, a
kterd obsahuje prave ty prvky, které patii pravé do jedné z mnozin A, B. Tedy mnoZina,

ktera obsahuje vSechny prvky z obou mnoZin, které nejsou v jejich pruniku.

Poznamka 2.2.6
Tento symetricky rozdil lze zapsat také jako A A B = (A \ B) U (B \ A) nebo
AAB=(AUB)\ (ANB)[9]

Na obrazku 14 je vybarveno pole, jez zndzoriuje symetricky rozdil mnozin A, B.

Obrazek 14 Symetricky rozdil mnoZin A, B
Priklad 2.2.1
Necht' P1 je mnozina vSech realnych kofenti rovnice x? + 7x + 6 = 0 a P2 je mnoZina

vSech redlnych kofent rovnice x* + 8x + 7 = 0.
Urcete:

a) pranik P1 N Py,

b) sjednoceni P1 U P,

¢) doplnék Py’

d) rozdil P1 \ P2,

e) symetricky rozdil P1 A P2,
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Reseni:

a) Prinik mnozin je jednozna¢né urena mnozina prvku, které patéi zaroven do
mnoziny P1 i do mnoZiny P,. Tedy X € P1 a zaroveii x € P2. Reenim je teda
soustava dvou rovnic:

x2+7x+6=0
x2+8x+7=0

x+1=0

x= -1

Prinikem mnozin P1 N P2 je mnoZina obsahujici prvek -1, tedy P1 N P2 = {-1}.

b) Sjednoceni mnozin je jednoznac¢né uréena mnozina prvkd, které patii do mnoziny
P1 nebo do mnoziny P2, pfi¢emz spojku nebo chapeme ve smyslu nevylu¢ovacim.
Resenim je tedy rovnice:

(x2+7x+6) - (x2+8x+7)=0
x> +7x+6=0vx*+8x+7=0

x2+7x+6=0
D:b?—4ac=49—-4-1-6= 25

b+ VD -7 %5
2a 2

X12 =

x?+8x+7=0
D:b?—4ac=64—4-1-7=236
b ++VD 816
2 2

X1 = _1, Xy = =7

X12 =

Sjednocenim mnozin P1 U P2 je mnozina obsahujici prvky -1, -6 a -7, tedy
P1UP2={-1,-6,-7}.

c) Doplnék P’ mnoZiny P1 je jednoznaéné uréena mnozina prvkd, které nepatii
mnozing P1.

Resenim jsou tedy viechna redlna &isla x, pro ktera plati: x> + 7x + 6 # 0.
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2 Mnoziny a Vennovy diagramy

d) Rozdil mnozin P1 \ P2 je jednoznac¢né ur¢ena mnozina prvka, ktera obsahuje prave
ty prvky mnoziny Pi, které nepatii mnoziné P>.

Refenim jsou teda viechna realnd ¢&isla x, pro kterd plati:
x2 + 7x+ 6= 0Ax®2+8x+7#0.

e) Symetricky rozdil mnozin P1 A P2, je jednozna¢né uréena mnozina, ktera obsahuje
prave ty prvky, které patii pravé do jedné z mnozin P1, P2. Tedy mnozina, ktera
obsahuje vSechny prvky z obou mnozin, které nejsou v jejich priniku.

Reseni:
P:x?+7x+6=0
D:b2—4ac=49—-4-1-6= 25

—b++VD -7 +5
X127 T T T

P:x2+8x+7=0
D:b?—4ac=64—4-1-7=236
b+ VD -8 16

2 2

X, = -1, X, = —7

X12 =

Symetricky rozdil mnozin P1 A P2 je mnozina obsahujici prvky -6 a -7, tedy
P1AP2={-6,-7}.

Priklad 2.2.2
Zjednoduste zapisy nasledujicich mnozin tak, aby bylo mozné, zakreslit je do Vennova

diagramu:

a) ANB)YU[AUB)N (A" UB)]
by ANBND)UMD NB NAYUANB ND)Y)UBND NA

a) Reseni pomoci Vennovych diagrami:
e Do Vennova diagramu zakreslime mnoZzinu A, potom doplnék mnoZiny B,

a nakonec prinik mnozin (A N B’). (obr. 15)
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2 Mnoziny a Vennovy diagramy

Obrazek 15 MnoZina A, mnoZina B', priinik mnozin A N B’

e Do Vennova diagramu zakreslime mnozinu A, potom mnozinu B,
a nakonec sjednoceni mnozin (A U B). (obr. 16)

Obrazek 16 MnoZina A, mnoZina B, sjednoceni mnoZin A U B

e Do Vennova diagramu zakreslime doplnék mnoZiny A, potom mnozinu B,

a nakonec sjednoceni mnozin (A" U B). (obr. 17)

A: ][ :a
™M v M

Obrazek 17 MnoZina A', mnoZina B, sjednoceni mnoZin A' U B

e Na obrazku 18 vidime zadany zapis mnozin, ve kterém jsou mnoziny

(AN B) (AUB), (A" U B) vyobrazeny pomoci Vennovych diagramui.

Obrazek 18 MnoZina (A N B'), mnozina (A U B), mnozina (A' U B)

.




2 Mnoziny a Vennovy diagramy

e Na obrazku 19 je pomoci Vennova diagramu vyobrazen zjednoduseny

zapis zadané mnoziny, kterym je sjednoceni mnozin A a B. Tedy A U B.

Obrazek 19 Mnozina (AN B) U [(A U B) N (A" U B)]
b) Reseni pomoci Vennovych diagrami:
e Do Vennova diagramu zakreslime mnozinu A (zluta), mnozinu B (modré)

a mnozinu D' (fialovd). Zelen& zakreslime prinik téchto tfi mnoZin

A, B,D', tedy AN BN D' (obr. 20)

A B A B
C C
D (m D
A B
T c
D |m

Obrazek 20 Mnozina A, mnozina B, mnozina D', mnozina AN B N D'

e Do Vennova diagramu zakreslime mnozinu D’ (Zlutd), mnoZinu B’
(modrd) a mnozinu A’ (fialova). Zelené zakreslime prinik téchto ti

mnozin D', B, A’, tedy D' N B’ N A’. (obr. 21)

Obrazek 21 Mnozina D', mnoZina B', mnozina A', mnozina D'N B'N A’
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2 Mnoziny a Vennovy diagramy

e Do Vennova diagramu zakreslime mnozinu A (zlutd), mnozinu B" (modra)
a mnozinu D’ (fialova). Zelené zakreslime prinik téchto tfi mnozin A, B’,

D', tedy AN B’ N D'. (obr. 22)

Obrazek 22 Mnozina A, mnozZina B', mnozina D', mnozina A B'N D'

e Do Vennova diagramu zakreslime mnozinu B (Zlut4), mnoZinu D’ (modra)
a mnozinu A’ (fialova). Zelené zakreslime prianik téchto tfi mnozin B, D',

A’ tedy BN D' N A’ (obr. 23)

Obrazek 23 MnozZina B, mnoZina D', mnoZina A', mnozinaBN D'N A’

e Na obrazku 24 je pomoci Vennova diagramu vyobrazeno sjednoceni
mnozin(ANBND)UMD NB NAY)UANB ND)U
U (B N D' N A") (prinik zelené zakreslenych poli v pfedchozich
Vennovych diagramech (obr.20, obr. 21, obr. 22, obr. 23).
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2 Mnoziny a Vennovy diagramy

Priklad 2.2.3

Obrazek 24 ZjednoduSeny zapis zadané mnoziny

Z Vennova diagramu je zfejmé, zZe zjednodusenym zapisem mnoziny
ANBND)UMD NB NAYUANB ND)YUMBND NA")je

mnoZina D'.

Dokazte, ze pro vSechny podmnoziny A, B, C plati:

a) ANBUC)=(ANB)UANC)
b) AUBNC)=(AUB) N (AUC)

a) Reseni pomoci Vennovych diagrami:

Leva strana: Do Vennova diagramu zakreslime mnozinu A, sjednoceni

mnozin B U C a prinik A N (B U C). (obr. 25)

A B A B A B

Obrazek 25 MnoZina A, mnoZina B U C, mnozina AN (B U C)

Prava strana: Do Vennova diagramu zakreslime prinik mnozin A () B, prinik

mnozin A () C a prinik mnozin (A (1 B) U (A C). (obr. 26)

A B B A B

>

Obrazek 26 Mnozina A N B, mnozina AN C,mnoZina (ANB)U (AN C)

Reseni levé a pravé strany je shodné, zadana rovnost tedy plati.
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2 Mnoziny a Vennovy diagramy

b) Reseni pomoci Vennovych diagramu:

Leva strana: Do Vennova diagramu zakreslime mnoZzinu A, priinik mnoZin

B N C a sjednoceni mnozin A U (B N C). (obr. 27)

A B A B A

Obrazek 27 Mnozina A, mnozina B N C, mnozinaA U (BN C)

Prava strana: Do Vennova diagramu zakreslime sjednoceni mnozin A U B,

sjednoceni mnozin A U C a prunik mnozin (A U B) 1 (A U C). (obr. 28)

A B A B A B

Obrazek 28 Mnozina A U B, mnoZzina A U C, mnozina (AU B) N (AU C)

Reseni levé a pravé strany je shodné, zadana rovnost tedy plati.
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3 Vyrokova logika

3 Vyrokova logika

3.1 Vyrok
Definice 3.1.1

Vyrok je sdéleni, o némz mlzeme s jistotou rozhodnout, zda je pravdivé — pravdivy vyrok,

nebo nepravdivé — nepravdivy vyrok. [3]
Priklady vyrok:

e Brno je hlavni mésto Ceské republiky — nepravdivy vyrok
e Cislo 13 je prvocislo — pravdivy vyrok

Poznamka 3.1.1
Sdéleni muze byt vyrokem i v piipad¢, kdy o jeho pravdivosti ¢i nepravdivosti nemizeme

momentalné rozhodnout. [3]
e Ve vesmiru ziji 1 jiné myslici bytosti nez lidé.
Definice 3.1.2
Kazdému vyroku V je prirazena jeho pravdivostni hodnota. V ptipadé, ze je vyrok
V pravdivy, piSeme p (V) = 1 a ¢teme ,,pravdivostni hodnota vyroku p je rovna jedné*.

V opacném piipad¢ piSeme p (V) = 0 a Cteme ,,pravdivostni hodnota vyroku p je rovna

nule®. [3]

Definice 3.1.3

Logické spojky jsou logické operace, které nam umoziuji z jednotlivych vyrokd tvofit
dalsi vyroky. Pfedpokladejme, Ze A, B jsou libovolné vyroky. Pravdivostni hodnoty
prifazené vyroku vytvofenému za pomoci logickych spojek Ize zapsat do tzv. tabulky

pravdivostnich hodnot. (tab. 1) [3]
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3 Vyrokova logika

Tabulka 1 Tabulka pravdivostnich hodnot

Nazev logické spojky Oznaceni Slovni vyjadieni
Negace - A neni pravda, Ze A
Konjunkce AAB A a (soucasné) B
Disjunkce AvB Anebo B
Implikace A=B jestlize A, pak B
Ekvivalence AS B A pravé kdyz B
Definice 3.1.4

Negace vyroku A je operace, kterd se da vytvofit obratem ,,neni pravda, ze A“. Abychom
vsak kazdou negaci neopisovali touhle zdlouhavou a kostrbatou frazi, snazime se tvofit

negace jinak. Napi. misto ,,neni pravda, ze Cislo 5 je vétsi nez ¢islo 6 fekneme ,,Cislo 5

je mensi nebo rovno ¢islu 6%, (tab. 2) [3]

Tabulka 2 Negace vyroku

p (4) p(—=4)
1 0
0 1
Definice 3.1.5

Konjunkce A A B je operace, ktera je pravdiva pouze v ptipadé¢, kdy jsou pravdivé oba

vyroky A a B zaroven. (tab. 3) [3]
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Tabulka 3 Konjunkce

p(4) | r(B) p (AnB)
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0
Definice 3.1.6

Disjunkce A v B je operace, ktera je pravdiva v ptipadé, kdy je pravdivy alespon jeden
z vyroki A, B (tzn. jeden, druhy nebo oba). Spojka nebo mlze byt obecné pouzita ve
smyslu slucovacim (,,Miizu pfijit dnes nebo zitra.*) a vylu¢ovacim (,,Pfijdu dnes, nebo

zitra.“) V ptipad¢ disjunkce je spojka nebo vzdy uzita ve smyslu slu¢ovacim. (tab. 4) [3]

Tabulka 4 Disjunkce

p(A | p(B)| p(AvB)
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0
Definice 3.1.7

Implikace A = B je operace, ktera je nepravdiva pouze v ptipadé, kdyz vyrok A je
pravdivy a vyrok B je nepravdivy. Ve vSech ostatnich piipadech je implikace pravdiva.
Je nutné si uvédomit, ze implikace A = B je vzdy pravdiva v ptipad¢, kdy vyrok A je

nepravdivy, bez ohledu na pravdivostni hodnotu vyroku B. (tab. 5) [3]
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Poznamka 3.1.2
V ptipad¢, ze implikace A = B je pravdiva, fikame téz, ze A je dostate¢na podminka

pro B a B je nutna podminka pro A. [3]

Tabulka 5 Implikace

pr(4 | pB) | p(4d=>B)
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1
Definice 3.1.8

Ekvivalence A < B je operace, ktera je pravdiva jen kdyZ oba vyroky A, B maji stejnou
pravdivostni hodnotu. Tato situace miiZze nastat, pokud jsou oba vyroky soucasné

pravdivé nebo soucasné nepravdivé. Vyroky A, B se pak nazyvaji ekvivalentni. (tab. 6)

[3]

Tabulka 6 Ekvivalence

p) | p(B) | p(A < B)
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1
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Poznamka 3.1.3
Na zavér uvedeme piehlednou tabulku vSech dosud definovanych slozenych vyroku

(tab. 7): [3]

Tabulka 7 Tabulka sloZenych vyroki

pA)pB) p(=A)|p(=B)p(ArB) p(AvB) | p(A=>B) | p(A<B)
1 1 0 0 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1 1 0
0 0 1 1 0 0 1 1

3.2 Vyrokové formule
Definice 3.2.1

Vyrokova formule je definovana tfemi néasledujicimi body:

1) Vsechny vyrokové proménné jsou vyrokové formule.
2) Jsou-li A, B formule, potom rovnéz ~A, AA B, AV B, A= B, A& B jsou
formule.

3) Zadny jiny zapis neni vyrokova formule. [10]

Poznamka 3.2.1
Vyrokovou formuli bude kazdy zapis, ze kterého po dosazeni vyrokt za vyrokové

proménné dostaneme (jediny) vyrok. [9]
Ptriklady vyrokovych formuli:

e (A=B)e (~AVB),

e [[A>B)ABV-CO]e (A=>0)
Priklady zapist, které nejsou vyrokové formule:

e A>(Bov)

e "AS5CoB
e AV (BA—-CA,atd. [9]
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Poznamka 3.2.2
Kazda vyrokova formule 1ze pravdivostné ohodnotit. Touto ¢innosti zjiStujeme, pro které
pravdivostni hodnoty vyrokovych proménnych vznikne z dané vyrokové formule jednak

vyrok pravdivy a jednak vyrok nepravdivy. [9]

3.3 Tautologie

Definice 3.3.1

Formule, ktera nabyva pouze pravdivostni hodnoty 1 bez ohledu na pravdivostni hodnotu
jednotlivych ¢asti vyroku, se nazyva tautologie. Jestlize pro vyrokové formule L, P plati,
ze vyrokova formule L & P je tautologie, fikdme pak, ze vyrokova formule L je

ekvivalentni s vyrokovou formuli P; piseme L < P. [9]

Poznamka 3.3.1

Nyni si uvedeme nékolik tautologii, kde A, B, C jsou vyrokové proménné:

FI-(CA)]e A Zakon dvoji negace
F[(AVB)] e (—FAA—B) De Morgantv zakon
F[T(AAB)] e (—AV —B) De Morgantv zakon
F(A=B)e (—AVB) De Morgantv zakon
F(A=B) s (B> —A) Zéakon transpozice
FAeB)e[(A=B)AB=A)] Zakon transpozice

FAV-A Zakon vylouceni tfeti moznosti
F[~(AA—A)] Zéakon sporu [9]

Piiklad 3.3.1
Jsou dany vyroky K, L, M, N, pronézjep (K)=1,p (L) =0, p (M) =1, p (N) =0. Urcete

pravdivostni hodnotu vyroki:

a) [([KAM)=>(LeN)]=>M VL)
b) (N=>K)/ e [(LAM)AMVN)T

K ur¢eni pravdivostni hodnoty vyrokii budeme pottebovat znalosti pravidel z tabulky ¢islo 7

z podkapitoly 3.1.
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a) Reseni: postupné zjistime pravdivostni hodnoty jednotlivych &asti zadané vyrokové

formule.

p(KAM)=1

p[(KAM)]=0

p(LeN)=1

p([(KAM) = (Le N =1

p(M)=0

p(M'VL)=0

p(M'VvL))=1
p((KAM)=(LeN]=MvVvL))=1

Pravdivostni hodnota zadané vyrokové formule je rovna jedné, tedy

p(((KAM)Y =(LeN]=>MvLD)=1

b) Reseni: postupné zjistime pravdivostni hodnoty jednotlivych &asti zadané vyrokové

formule.

p(N=>K)=1

p(N=K))=1

p(LAM)=0

p((LAM))=1

pMVN)=1

p(MVN))=0

p((LAM)' AMVN))=0

P((LAM)Y A(MMVN)T)=1
P(IN=K/e[(LAMYAMVN)T])=1

Pravdivostni hodnota zadané vyrokové formule je rovna jedné, tedy

P(N=K) e [(LAM)AMVN)T])=1.

Piiklad 3.3.2

Urcete pravdivostni hodnoty, jichz nabyvaji vyrokové formule pii vSech pravdivostnich

hodnotach vyrok, které dosazujeme za A a B.

a) (AAB)Y o (A'vB)
b) (A B)e[(A=>B)AB=A)]
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Na rozdil od minulého piikladu zde nemédme zadané pravdivostni hodnoty u jednotlivych
vyrokovych proménnych. Aby bylo mozné zjistit, jakych pravdivostnich hodnot nabyvaji
zadané vyrokové formule pro vSechny mozné usporadané dvojice pravdivostnich hodnot
vyrokul, které dosazujeme za proménné A, B, staci prozkoumat jednotlivé kombinace

pravdivostnich hodnot.

a) V tabulce ¢islo 8 vidime, Ze vyrokova formule (A A B)' & (A’ vV B) je pravdiva
(pro vSechny kombinace vyrokovych proménnych nabyva hodnoty 1). Tato situace

se nazyva tautologicky pravdiva ¢ili tautologie.

Tabulka 8 Tabulka sloZenych vyroki pro (AA B)' < (A'v B')

' ) , . . |pArB) &
p)|pB)|p@A)p(B) | pArB) | p(ArB) | p(A'vE) .,
< (A'vB)
1 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1 1
0 0 1 1 0 1 1 1

b) V tabulce ¢islo 9 vidime, Ze vyrokova formule (A © B) © [(A= B) A (B= A)]
je pravdiva (pro vSechny kombinace vyrokovych proménnych nabyva hodnoty 1).

Tato situace se nazyva tautologicky pravdiva ¢ili tautologie.
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Tabulka 9 Tabulka sloZenych vyroki pro (A & B) © [(A= B) A (B= A)]

p (A= B)a p(A=B)

p(A4) | p(B) | p(A=B) |p(A=B) |p(B=>4) & [(A=B)

A(B = A) A (B = A
1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 0 1
0 0 1 1 1 1 1

34



4 Operace a jejich vlastnosti

4 QOperace a jejich vlastnosti

4.1 Kartézsky soucin
Definice 4.1.1
Kartézskym soucinem mnozin K, L nazyvame mnozinu v§ech uspotadanych dvojic [x, Y],

kde x € Kay € L. Kartézsky souc¢in mnozin K, L ozna¢ujeme K x L. [5]

Poznamka 4.1.1
Je-li naptiklad A = {5, m, 0} a B = {~/2, 1}, pak je A x B= {[5, V2], [5, 1], [x, V2], [x, 1],
[0, v2], [0, 1]} [5]

Definice 4.1.2
Zobrazenim mnoziny K do mnoziny L nazyvame kazdou podmnozinu T kartézského
soucinu K x L, pro niz plati: ke kazdému x € K existuje pravé jedno y € L takové, Ze
[x,YI€T.[3]

Poznamka 4.1.2
Mnoziny T1 = {[5, V2], [, V2], [0, 1]}, T2={[5, 11, [0, 1], [x, 1]} jsou ptiklady zobrazeni
A do B.

Mnoziny Tz = {[5, V2], [0, 1]}, T2 = {[5, V2], [, V2], [5, 1]} jsou ptiklady podmnozin
A x B, které nejsou zobrazenim A do B. [5]

4.2 Binarni operace na mnozing

Definice 4.2.1

Uvazujeme-li specialni ptipad zobrazeni K do L, kdy K= L x L. Zobrazenim L X L do L
je pak kazdd podmnozina U kartézského soucinu (L x L) x L, pro niz plati: ke kazdé
usporadané dvojici [X, y] € L x L existuje pravé jedno z € L takové, ze [[x, Y], z] € U.
Toto zobrazeni nazyvame bindrni operace na mnozin¢ L a symbolicky oznacujeme

napiiklad z=x o y na L (,,0* ¢teme kolecko). [5]

Poznamka 4.2.1

Béznymi priklady binarnich operaci jsou napiiklad operace s¢itani a nasobeni na mnoziné
vSech redlnych ¢isel R. Ke kazdé dvojici Cisel [x, y] existuje jednoznacné urcené realné
¢islo x + y, které nazyvame soucet Cisel x, y a jednoznacné urcené Cislo x - y (nebo

strucnéji ,,xy"), jez nazyvame soucin Cisel x, y. [5]
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Poznamka 4.2.2

Z kapitoly 2 vime, Ze ke kazdym dvéma podmnozinam A, B dané neprazdné mnoziny M
existuje jednozna¢né ur¢ena podmnozina mnoziny M, zvana sjednoceni mnozin A, B a
podmnozina mnoziny M, zvana prinik mnozin A, B. Uvazujeme-li mnozinu M vsech
podmnozin mnoziny M, ke kazdym dvéma prvkiim A, B mnoziny M existuje pravé jeden
prvek mnoziny M, ktery je roven A U B, a pravé jeden prvek mnoziny M rovny A N B.
To znamena, ze na mnozin¢ M jsou definovany dvé bindrni operace ,,sjednoceni®

a ,,pranik®. [5]

4.3 Vlastnosti binarnich operaci

Definice 4.3.1
Operace u = x 0 y na L je komutativni pravé tehdy, kdyz pro vSechny prvky x,y

Z mnoziny L plati:

e xoy=yox]|[5]

Véta 4.3.2
Necht mnozina H je algebra pravdivostnich hodnot pouzivajici pouze symboly 0 a 1.

O nasledujicich ptikladech operaci je mozné fici, Ze jsou komutativni:

e AUB=B U A -sjednoceni na mnozin¢ M
e AN B=BN A-prinik na mnozin¢ M
e 1+0=0+1-scitaninaH
e 1-0=0"-1-nasobeninaH [5]
Definice 4.3.2

Operace u = x © y na L je asociativni, pravé tehdy kdyz pro vSechny prvky x, Y, z

z mnoziny L plati:
e (xoy)oz=xo0(yoz)][5]
Véta 4.3.3

O nésledujicich ptikladech operaci je mozné fici, Ze jsou asociativni:

e (AUB)UC=AU (BUC)-sjednoceni na mnozin¢ M
e (ANB)NC=AN(BNC)-—prinik na mnoziné M
e (1+2)+3=1+(2+3)—scitani naH
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e (1-2)-3=1"+(2"3)—nasobeninaH [5]

Véta 4.3.4

Pro vSechna reédlna Cisla x, y, z plati:

e X+ty=y+X komutativnost s¢itani

® X'y=y-X komutativnost nasobeni

o (X+y)+tz=x+(y+2) asociativita s¢itani

e x'y)rz=x'(y 2 asociativita nasobeni [5]
Definice 4.3.3

Operace u = x o y na L je distributivni vzhledem K operaci u = x * y na L, pravé tehdy

kdyz pro kazdé tti prvky x, y, z Z mnoziny L plati:
e xo(y*z)=(xoy)*(xoz)azaroven (y*z)ox=(yox)*(zox)[5]

Poznamka 4.3.1
Je-li operace u = x o y na L komutativni, Ize psat pouze jednu z vyse uvedenych

podminek. [5]

Véta 4.3.5

Priklady operaci, o kterych lze fici, Ze jsou distributivni:

e ANMBUC)=(A NB)U(A NC) (dikaz pouzitim Vennova diagramu)
e AUMBNC)=(AUB) N (AU C) (dtikaz pouzitim Vennova diagramu) [5]

Definice 4.3.4
Obecné nazyvame neutralnim prvkem vzhledem k operaci u=x o yna L prvek ¢ € L,

pro né&jz plati: Pro vSechna x € L je:
e Xoe=cox=x[5]

Poznamka 4.3.2
Je-li operace u = X o y na L komutativni, lze psat pouze jednu z vySe uvedenych
podminek. [5]

Véta 4.3.6
V mnoziné M existuje pravé jeden neutralni prvek vzhledem k operaci sjednoceni, a tim

je prazdnd mnozina.
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Dukaz:

V mnoziné M je neutralnim prvkem k operaci sjednoceni prazdnd mnozina. Pro kazdé
A€ Mplati: AU @ =0 U A= A. Dale dokaZeme, Ze zadny prvek B € M, B # @, nemiize
byt neutralnim prvkem vzhledem k operaci sjednoceni: Necht je B € M neutralni prvek
operace sjednoceni na M. Pak pro kazdé A € M je AU B = A, tedy specialné¢ i @ U B = @.
Soucasn¢ ale také plati @ U B = B. Odtud plyne B = @. [5] i

Véta 4.3.7
V mnoziné M existuje pravé jeden neutralni prvek vzhledem k operaci prinik, a tim je

mnozina M.

Dtikaz:
Pro kazdé A € M plati: ANM=MNA=A MNM=M.[5] o

Poznamka 4.3.3

e Nyni ovéfime existenci neutralniho prvku u jednotlivych operaci na H.

e Uveédomime-lisi, zeplati 1 +0=0+1=1,0+ 0= 0, je zfejmé, ze 0 je neutralni
prvek vzhledem k s¢itani na H.

o Uvazujeme-li situaci, kdy 1 - 0 =0 - 1 = 0 vidime, Ze 0 nemize byt neutralnim
prvkem vzhledem k operaci nasobeni na H, jelikoz rovnost x 0 e =e o x = X zde
neplati. Tuto vlastnost v8ak jednozna¢né spliuje ¢islo 1, nebot’ rovnost 1 - 1 =1,
2 - 1 =2, apod. splituje vyse uvedenou podminku pro existenci neutralniho prvku.

Z toho tedy plyne, ze 1 je neutralnim prvkem vzhledem k operaci nasobeni na H.

[5]

4.4 Unarni operace
Definice 4.4.1

Dalsim specialnim ptipadem zobrazeni K do L je situace, kdy K = L. Tedy zobrazeni
L do L, které nazyvame undrni operace na mnozin¢ L. Zobrazeni L do L je kazda

podmnozina V kartézského soucinu L x L, pro niz plati:

o ke kazdému x € L takové, ze [x, Y] € V.

Zobrazeni L do L nazyvame unérni operace na L a symbolicky zna¢ime naptiklad

,»y = XnaL*
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Ptiklady unérnich operaci:

e Tvoreni opac¢ného Cisla k danému ¢islu na mnoziné vSech realnych &isel: ,,y = -X

na R“. [5]

Definice 4.4.2

Uvazujme neprazdnou mnozinu M. Ke kazdé podmnozin€ A mnoziny M existuje prave
jedna podmnozina A' mnoziny M, kterd se nazyva doplnék mnoziny A. Na mnoziné M
vSech podmnozin mnoziny M je tedy definovdna unarni operace, kterou nazyvame

doplngk. [5]

Piiklad 4.4.1
U nasledujicich operaci zjistéte, zda jsou komutativni: (pozn. pro zapis soucinu x - y budeme
pouzivat symbol xy, pro zapis souctu/rozdilu (xy) * (xy) zapis Xy * xy, pticemz budeme

pamatovat na to, ze nasobeni ,,ma prednost* pfed s¢itanim/od¢itanim)

a) a =x + y na mnozin¢ v§ech realnych cisel
b) a = 2x + 3y na mnoziné vSech realnych Cisel
¢) a = x? + y2 na mnoziné viech realnych ¢&isel

d) a = X — y na mnozin¢ vSech realnych Cisel

V podkapitole 4. 3. jsou vlastnosti binarnich operaci uvedeny takto:

X0y=yoXx komutativnost
(xoy)oz=xo0(yo2z) asociativita
xo(y*z)=(xoy)*(xo0z) distributivita
(Y*¥2)ox=(yox)*(zoXx) distributivita
Xoe=eoXx=X existence neutralniho prvku
Reseni:

a) a=Xx +ynamnozin¢ vSech realnych ¢isel

e Komutativnost: x+y=y+x,prox=1,y=2
e 1+2=2+1= 3=3= operace a = x + y na mnoziné vSech redlnych cisel je

komutativni
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b) a = 2x + 3y na mnozing vsech realnych ¢isel

o Komutativnost: 2x + 3y =2y + 3x,prox =1,y =2
o 2-1+3:2#2-2+3-1=2+6#4+3=8+7 = operace a=2x + 3y na mnozin¢

vSech redlnych ¢isel neni komutativni
¢) a = x? + y? na mnoziné viech realnych ¢&isel

e Komutativnost: x>+ y? =y? + x%, prox =1,y =2
o 12422=22+412=>1+4=4+1=5=5= operace a = x> + y?> na mnoziné viech

redlnych Cisel je komutativni
d) a = x — y na mnoziné v$ech realnych cisel

e Komutativnost: Xx—y=y—-Xx,prox=1,y=2
e 1-2+#2-1=-1+#1 = operace a = X - y na mnoziné¢ vSech realnych cisel neni

komutativni

Piiklad 4.4.2

U nésledujicich operaci zjistéte, zda jsou asociativni:

a) a = X + 2y + 6z na mnozin¢ vSech realnych ¢isel
b) a = 2x — 3y — z na mnozin¢ vSech realnych ¢isel
¢) a = x2 — y® — 72 na mnoziné viech realnych ¢&isel

d) a=x + y + z na mnozin¢ vSech redlnych cisel
Reseni:
a) a = X + 2y + 6z na mnoziné vSech realnych ¢isel

e Asociativita: (X +2y) +6z=x+2(y +6z),prox=1,y=2,2=3
e 1+2-2)+6-3#1+2-(2+6-3)=>(1+4)+18#£#1+2-(2+18) =
=5+18#1+2-20=>23#41 = operacea=X+ 2 -y + 6 - Zna mnoziné vSech

realnych ¢isel neni asociativni
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b) a = 2x — 3y — z na mnoziné vsech realnych ¢isel

e Asociativita: (2x —3y)—z=2x-3-(y—2z),prox=1,y=2,z2=3

e (2:1-3:2)-3#2-1-3-(2-3)>(2-6)-3#2-3-(-1)=>-4-3#2+3>

= -7#5 = operace a = 2Xx — 3y — z na mnozin¢ vSech realnych ¢isel neni

asociativni
— v2 2 Veow v ’ , v
¢) a = x? — y* — 72 na mnoziné viech realnych ¢&isel

e Asociativita: (X2 —y3) —z2=x?—(y® - 2%, prox=1,y=2,2=3

¢ (1P-29)-F#12-(P-3)=>(1-8-9#£1-(8-9=-7-9#1-(1)=

= -6# 2 = operace a = x> — y° — 72 na mnoziné viech realnych ¢&isel neni

asociativni
d) a=x + y + z na mnozin¢ vSech redlnych ¢isel

e Asociativita: (x +y)+z=x+(y+2),prox=1,y=2,z=3

e (1+2)+3=1+(2+3)=>3+3=1+5=>6=6=>o0peracea=x+y+zna

mnoziné vSech redlnych ¢isel je asociativni

Piiklad 4.4.3

U nasledujicich operaci urcete vSechny neutralni prvky:
a) a =X + y na mnozin¢ vSech realnych cisel
b) a = 2x + 3y na mnozing vsech redlnych ¢isel
¢) a = X2 — y? na mnoziné viech realnych ¢&isel
d) a = X - y na mnoziné vSech realnych Cisel
ReSeni:
a) a = x + y na mnozing vsech realnych ¢isel
e Existence neutrdlniho prvku: x +y=y+x =x

Aby neutralni prvek existoval, musel by spliovat tfi nasledujici podminky zaroven:

e X+y=X = y:O
e Yy+X=X = y=0
e X+y=y+X = y eR
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Jelikoz musi vSechny tfi podminky nastat soucasné, pro operaci a = x + y existuje neutralni

prvek, ktery je roven y = 0.
Alternativné: x +y=y+x=y

Aby neutralni prvek existoval, musel by spliiovat tii nasledujici podminky zaroven:

e X+ty=y = x=0
e y+tXx=y = x=0
e X+y=y+X = XER

Jelikoz musi vSechny tii podminky nastat soucasné, pro operaci a = x + y existuje neutralni

prvek, ktery je roven x = 0.
b) a = 2x + 3y na mnozing vsech redlnych Cisel
e Existence neutralniho prvku: 2x + 3y =2y + 3x =x
Aby neutralni prvek existoval, musel by spliiovat tfi nasledujici podminky zarovei:

e 2Xx+3y=x = X =-3y
o 2y+3X=X

U
>

I
<

o 2x+3y=2y+3X = X=Yy

Vsechny tii podminky nemohou zaroven nastat pro zadné ¢islo z mnoziny realnych Cisel.

Neutralni prvek pro operaci a = 2x + 3y na mnozin€ vSech realnych c¢isel tedy neexistuje.
¢) a = x? — y? na mnoziné viech realnych &isel
e Existence neutralniho prvku: x2 — y? = y? — x? = x?

Aby neutralni prvek existoval, musel by splnovat tii nasledujici podminky zaroven:

o x2-y?=x? y=0
o Yy _x2=x? = y = +/2x2
o X-yP=y?-x? =  y=zx

Vsechny tfi podminky nemohou zaroven nastat pro zadné Cislo z mnoziny redlnych cisel.

Neutralni prvek pro operaci a = Xx? — y? na mnoziné viech realnych &isel tedy neexistuje.
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d) a = X - y na mnozin¢ vSech realnych ¢isel
e Existence neutrdlniho prvku: x - y=y - X=X

Aby neutralni prvek existoval, musel by spliiovat tfi nasledujici podminky zaroven:

e X-y=X = y=1
e Y- X=X = y=1
e X-y=y-X = y eER

Jelikoz musi vSechny tfi podminky nastat soucasné€, pro operaci a = x - y existuje neutralni

prvek, ktery je roven y = 1.
Alternativné: X -y =y -X =Yy

Aby neutralni prvek existoval, musel by spliovat tii nasledujici podminky zaroven:

e X-y=y = x=1
e Yy:-X=VY = x=1
e X y=y-X = XER

Jelikoz musi vSechny tfi podminky nastat soucasné, pro operaci a = X - y existuje neutralni

prvek, ktery je roven x = 1.
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5 Booleova algebra a jeji modely

Pii praci s Booleovou algebrou budeme za vychodisko povazovat zakladni operace
S mnozinami, tj. jejich sjednoceni, prinik a vztahy inkluze. Nejdiive bude nutno uvést

tyto operace do souvislosti s vyrokovou logikou. [7]

5.1 Booleova algebra

Definice 5.1.1
Pokud budeme oznacovat prvky Booleovy algebry malymi pismeny a, b, ¢, ..., X, v, z,
rovnost prvkll rovnitkem ,,.=“, bindrni operaci ,,sCitdni“ plusem ,+“ a ,,nasobeni‘

symbolem krat ,,-*, unarni operaci ,,doplnék‘ budeme znacit y = x’, dale kdyz neutralni
prvek pfi ,,s¢itani* onacime 0 a neutralni prvek pfi ,,nasobeni* ozna¢ime 1, pak mizeme
Booleovu algebru nadefinovat jako neprazdnou mnozinu pro jejiz prvky plati skupina
vyroki (a)-(j):

(@) x+y=y+x

(b) x-y=y-x

(€ (x+y)tz=x+(y+2)

d) (x-y)-z=x-(y-2)

€ x-(y+z)=(x-y)+(x-2)

(f) x+(y-2)=(x+y) - (x+2)

() x+0=x
(hy x-1=x
(i) x+x'=1
) x-x'=0

Takto zavedenou Booleovu algebru budeme znacit (B, +, -, ") [8]
Diikaz: x + 0 = x

e X+0=KxX+0):-1=(x+0) -x+x)=x+0-x)=x+0-x"+0)=

=x+(0-x)+ (X -x)=x+x-0+x)=x+(x"-X)=x+0=x O
Dukaz krok za krokem:

e X+0=(x+0): 1 pfi prvnim kroku jsme pouzili axiom (h)

e (X+0):-1=(x+0)- (Xx+x")pfi druhém kroku jsme pouzili axiom (i)
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e (X+0) - (x+x")=x+(0-x") pfi tietim kroku jsme pouzili axiom (f)

X+ (0-x")=x+(0-x"+0) pii ¢tvrtém kroku jsme pouzili axiom (g)

X+ (0 -x"+0)=x+((0-x") + (x-x")) pti patém kroku jsme pouzili axiom (j)

X+ ((0-x")+(x-x")=x+(x"-(0+x)) pfi Sestém kroku jsme pouzili axiom (e)

X+ (x" - (0+Xx))=x+(x"-x) pti sedmém kroku jsme pouzili axiom (g)

X+ (X' - x) =x + 0 pti osmém kroku jsme pouzili axiom (j)

e x+0=x pii devatém koku jsme pouzili axiom (g) [5] i
Dtkaz: x - 1=x

e X-1=x-1+0=(Xx-1)+X-x)=x-(1+x)=x+x-x"=x+0=x o
Dtikaz krok za krokem:

e X-1=x-1+0pfiprvnim kroku jsme pouzili axiom (g)

X:-1+0=(x-1)+(X-x") pti druhém kroku jsme pouZili axiom (j)

(x- 1)+ (x-x")=x-(1+x') pfi tietim kroku jsme pouzili axiom (e)

X+ (1+x")=x+x-x"pfi étvrtém kroku jsme ,,roznasobili“ zavorku (1 + x")
prvkem X

e X+ X-x'"=x+0 pti patém kroku jsme pouzili axiom (j)

X + 0 = x pfi Sestém kroku jsme pouzili axiom (g) [5] o

5.2 Princip duality v Booleov¢ algebfie

Definice 5.2.1

Princip duality: Vyberme libovolny axiom ze systému (a)-(y) a nahrad’'me v ném vSude
znak ,,+° znakem ,,-, znak ,,-* znakem ,,+*, dale zaménme znak ,,0° znakem ,,1* a znak
,» 1 znakem ,,0° na vSech mistech, kde se pfislusny znak ve vybraném axiomu vyskytuje.
Ostatni znaky (kvantifikatory, rovnitka, zdvorky) ponechme beze zmény. Popsanymi
zamé&nami ziskame néktery z axiomd (a)-(y), a to jeden z téch, které jsou zapsany o fadek

niz, nebo vys nez axiom pavodni. [5]

Véta 5.2.2

Necht' je na zdklad¢ axiomu (a)-(y), resp. vét z nich plynoucich, dokazana jista véta
0 prvcich Booleovy algebry. Provedme v takové vété a jejim ditkkazu vySe uvedené
zamény. Dojdeme k tzv. vété dudlni k dané véte, je bude ziejmé opét vétou dokazanou

pro vSechny prvky Booleovy algebry. Platnost tohoto principu duality je ziejma. [5]
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Poznamka 5.2.1
K teoretickému zakladu booleovského kalkulu patii feSeni rovnic v Booleové algebie.
Jelikoz x" = x pro kazdé n € N, redukuji se v Booleov¢ algebie polynomické rovnice na

rovnice linearni. [6]

5.3 Vlastnosti Booleovskych algeber

Véta 5.3.1
Pro kazdy prvek x € B Booleovy algebry plati:

(K) x +x =X
() x-x=x
(mx-0=0
(nN)x+1=1

(0) (x) =x[8]

Diikaz: x + x =x
e X+X=(X+X):1l=(X+X)-(X+xX)=x+x-X'=x+0=X o

Dukaz krok za krokem:

X+ X = (X+X) - 1 pfi prvnim kroku jsme pouzili axiom (h)

(X+X)-1=(x+X) - (x+X) pii druhém kroku jsme pouzili axiom (i)

(X +x) - (x+x")=x+x - x pfi tfetim kroku jsme pouzili axiom (f)

e X+Xx-X =x+0 pfi étvrtém kroku jsme pouzili axiom (j)

x + 0 = x pfi patém kroku jsme pouzili axiom (g) [5] i

Dukaz x - X =X

e X -x=xplyne zaxiomu (k) a z principu duality [5] i
Dtkaz:x-0=0

e X:0=x-0+0=(x-0)+(x-x)=x-0+x")=x-x"=0 i
Dtikaz krok za krokem:

e X-0=x-0+ 0 pfi prvnim kroku jsme pouzili axiom (g)

e X-0+0=(x-0)+ (x-x")pti druhém kroku jsme pouzili axiom (j)
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o (X-0)+(x-x")=x-(0+x")pfi tietim kroku jsme pouzili axiom (e)

o X-(0+x') =x-x'pfi ¢tvrtém kroku jsme pouzili axiom (g)

e X -x' =0 pfi poslednim kroku jsme pouzili axiom (j) [5] i
Dikaz:x+1=1

e X+ 1=1plyne zaxiomu (m) az principu duality [5] i
Dikaz: (X') = x

e podle definice operace dopln€k a podle axiomu (i) a (j) lze psat X + x’ =1 a

X - x" = 0. Odtud ihned plyne, Ze x je dopliikem k x’, tj. X = (x)’ [5] i

Véta 5.3.2
Pro v8echny prvky x, y € B Booleovy algebry plati:

(P) (x+y)' =x"-y'

@ -y =x"+y

(N x+x-y=x

(5) X+ (X +Y) =X

(1) x+x'-y=x+y

(W) X (< +y) =x- y[8]
Dikaz: (x +y) =x"-y

e jelikoz chceme dokazat, ze x' - Y’ je doplitkem k prvku x + vy, je tfeba ovéfit, ze
plati:
a. (X'-y)-(x+y)=0aziroven

b. X'y +(x+y)=1
Nejprve dokazme a.:
e (X Y)Y =X Y) x+X-Y)y=X-x)-y+xX (Y- y)=
=0-y+x-0=0+0=0
Dtikaz a. krok za krokem:

e X' -y) - (x+y)=(K"-y) - x+ (X -y) -y pii prvnim kroku jsme roznasobili

prvek x prvkem (x" - y') a prvek y prvkem (x" - y')
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o (X -y)x+X-y) y=(X'-x)-y +x (Y -y)pii druhém kroku jsme pouze
vhodnéji uzavorkovali dvojice prvki X’ - xay' -y

o (X' x)-y+x-(y y)=0-y +x" -0 pfi tfetim kroku jsme pouzili axiom (j)

e 0y +x'-0=0+0 pti étvrtém kroku jsme pouzili axiom (j)

e 0+ 0=0 pti patém kroku jsme pouzili axiom (k)

Dokazme dale b.:

o X Yy +(X+y)=(X+X+Y) (Y FX+Y))=((X+X)+Y) - (Y +Y) +X) =
=(1+y)-1+x)=1-1=1

Diukaz b. krok za krokem:

e X -y +XxX+y)=(X+(X+Yy)) - (Y + (x+y))pfi prvnim kroku jsme roznasobili
prvek x' prvkem (x +y) a prvek y’ prvkem (x +y)

o (X'H+(x+y) (Y +(x+y)=(X"*+x)+y)- ((y+Y) +x) pfi druhém kroku jsme
pouze vhodné&ji uzavorkovali dvojice prvkii x' + xay' +y

e (X'+X)+y) - (Y +y)+x)=(1+y): (1 +x)pfi tfetim kroku jsme pouzili
axiom (i)

e (L+y)-(1+x)=1-1pfictvrtém kroku jsme pouzili axiom (n)

e 1.1=1 pfipatém kroku jsme pouzili axiom (h)
Tim je dukaz proveden. [5] i
Diikaz: x + xy = x

o X+tXxy=Xx-1l+xy=x-(l+y)=x-1=X i
Dtikaz krok za krokem:

e X+ Xy=X-1+xy pfi prvnim kroku jsme pouzili axiom (h)

o X-1+xy=x-(1+y)pfidruhém kroku jsme vytknuli prvek x z prvka (X - 1) a
(xy)

o X-(1+y)=x-1pifitretim kroku jsme pouzili axiom (n)

e X - 1=x pfi ctvrtém kroku jsme pouzili axiom (h) [5] i
Dikaz: x +x'-y=x+y

¢ XEXYE(HK) - (XHY) L XY EXHY :
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Dukaz krok za krokem:

e x+x -y=(x+X):(x+y)pfi prvnim kroku jsme pouzili axiom (f)
e (x+X):(x+y)=1-(x+y)pti druhém kroku jsme pouzili axiom (i)

e 1.(x+y)=x+ypiitretim kroku jsme pouzili axiom (h) [5] i

Véta 5.3.3
Necht x, y jsou libovolné prvky mnoziny B. Pak plati:

V) x+y=0ex=0Ay=0
Wx-y=lex=1Ay=1
X)x=yex-y+x'-y=0
(V) x=ye (x+y) - (X' +y)=1[8]

5.4 Booleovské vypolty

Abychom mohli zjednodusit vypocty tykajici se ur€ovani pravdivostnich hodnot vyroku
obdobné jako v Ciselné algebte, je potieba definovat sCitdni, ndsobeni a dopln¢k na
dvouprvkové mnozin¢ H. Pfi ur€ovani pravdivostnich hodnot v podstaté pracujeme jen

s prvky 0 a 1, tj. s dvouprvkovou mnozinou pravdivostnich hodnot vyroka. [5]

Poznamka 5.4.1
e Pravdivostni hodnoty vyrokii budeme oznacovat symboly 0, 1.
e Dvouprvkovou Booleovu algebru ({0, 1}, +, -) budeme nazyvat algebra
pravdivostnich hodnot, stru¢né PH-algebra a pfizname ji symbol (H, +, -).
e Pro rovnost dvou prvkl a, b budeme symbolicky pouzivat obyCejného rovnitka

a =b, pro nerovnost prvku a, b pouzijeme nerovnitko a # b. [5]

Definice 5.4.2
M¢jme mnozinu vSech vyrokli V, ke kazdym dvéma prvkiim a, b z mnoziny H existuji

jednozna¢né uréené prvky c, d z mnoziny H, pro néz plati:

e Jsou-li A, B vyroky z mnoziny V, pronézjep (A)=a,p (B)=b, pakjec =p (A V B),
d=p (A AB).

Tyto prvky budeme nazyvat soucet a, b a soucin a, b a oznacovat ,,a + b“a ,,a - b*. [5]
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Poznamka 5.4.2
Nazvy soucet, soucin a symboly + a - jsme si vypuj¢ili z Ciselné algebry a nazev doplnék

a symbol ' z teorie mnozin. [5]

Definice 5.4.3
M¢éjme mnozinu vSech vyrokt V, ke kazdému prvku a mnoziny H existuje jednoznaéné

urCeny prvek a’ € H, ktery nazveme dopinék K prvku a a pro néjz plati:
e je-li A vyrok z mnoziny V, pro ktery p (A) = a, pak je a’ = p (A"). [5]

Na zaklad¢ uvedenych definic vime, ze pro soucet (tab. 10), soucin (tab. 11) a dopln€k

(tab. 12) plati: [5]

Tabulka 10 Soucet

+ 0 1
0 0 1
1 1 1

Tabulka 11 Soucin

0 1
0 0 0
1 0 1

Tabulka 12 Doplnék

!
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Piiklad 5.4.1

Rozhodnéte, zda jsou si nize uvedené prvky rovny:
e (1+0)-1+(1"+1)-(0"+1)-0'+1
e 1'+(1+0)-(0-1)+1"+(1"+0)
Jelikoz jiz mame na mnoziné H definovano séitani, nasobeni a doplnék, mizeme provadét
vypocty obdobné jako v Ciselné algebfe.
Reseni:
1+0)-1+(1'+1)-(0+1)-0+1'=(1+1)-1+0O0+1)-(1+1)-1+0=

=1-1+1-1-1+0=1+1=1

1'+@+0)Y -0 -)+1'+@@"+0=0+1+1)-1-2)+0+((0+0) =
=0+0-1+0+0=0+0+0+0=0

Prvek 1 +0) -1+ 1"+ 1) - (@ + 1) -0 + 1 je roven 1, zatimco prvek
1"+ (1 +07) -0 -1)+1 + (1" + 0) je roven 0. Vysledkem tedy je, Ze uvazované prvky se

nerovnaji, jsou tedy rtizné.

Piiklad 5.4.2

Zjednoduste zapisy nasledujicich prvka tak, aby obsahovaly co nejméné€ symbolii:
a)(@a+b' +c) +ab' + (a'c)
b) ab + ((@'b’c’)’ + b)’
c)(b'+c) -ac- (b'b) - (@a+b+c’)
d) (ac +be)’ - (b+e)-ae- (@ +¢€)

Ve v8ech piikladech znaéi a, b, ¢, d, e prvky Booleovy algebry (B, +, -, ). Pfi feSeni
piikladi musime dbat vét (a)-(y):
Reseni:

a) (@+ b +c) +(@bh) +(@c) =@ () c)+(@)+b)+(@)+c)=

=abc’'+a+b ' +a+c'=a+b' +c
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Reseni krok za krokem:

e (@a+ b +c)+ @h) + (ac) =(@ - () c)+ (@) +Db)+ (@) +c)
pii prvnim Kroku jsme pouzili axiomy (p), (q)

o @ - () )+ (@) +Db)+ (@) +c)=abc’+a+b +a+c
pti druhém kroku jsme pouzili axiom (0)

e abc’'+a+b'+a+c =a+b'+c pfitfetim kroku jsme pouzili axiomy (k) a (r)
Reseni:

b) ab + ((@'b'c’) + b)’ =ab + (&) + (') + (¢')) +b) =ab+ (@a+b+c+b) =

=ab + (a'b’c’b’) =ab + a'b'c’
Reseni krok za krokem:

e ab+((@b'c) +h) =ab+ ((@@") + (') +(c'))+b) pfi prvnim kroku jsme pouZili
axiomy (p), ()

e ab+ ((@) + () +(c'))+b) =ab+(a+b+c+b) pii druhém kroku jsme
pouzili axiom (0)

e ab+(@a+b+c+b) =ab+ (ab'c’h) pii tietim kroku jsme pouzili axiom (p)

e ab+ (a'b'c’b’) =ab +a'b’c’ pti étvrtém kroku jsme pouzili axiom (1)
Reseni:
©) (o' + ) -ac- (b +b)'- @+ b+C) = (B - (¢)) -ac- (B) -b) - (@b/(c)) =
=bc-ac-bb'-a'b'c=abc-a'b’

Reseni krok za krokem:

e (b'+c)-ac-(b'+b)-(@a+b+c) =((b) () ac-((bV) -b')-(ab'(c)) pi
prvnim kroku jsme pouzili axiom (p)

e ((b') -(c'))-ac- ((b') -b')-(a'b’(c"))=bc-ac-bb"-a'b’c pii druhém kroku
jsme pouzili axiom (0)

e bc-ac-bb'-a'’b’c=abc-a'b’ pfitieti kroku jsme pouzili axiom (1)
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Reseni:
d)(ac +be) - (b+e)-ae-@ +e)=(@ac) - (be)) - (b+e)-ae-@ +e)=
—a-@+c)-(b'+e)-(b+e)-e-(a'+e)=(aa"+ac’)- (b’'b+b'e+eb+e'e)-
-(ea"+ee')=ac’ - (b'e+e'b)-ea’'=c'e- (b'e+be’)=c'e-1=Ce

Reseni krok za krokem:

e (ac+be)-(b+e)-ae-(a +e)=(@ac) - (be))-(b+e)-ae- (a +e")pf prvnim
kroku jsme pouzili axiom (p)
((ac) - (be)) - (b+e)-ae- (@ +e)=a-@ +c)-(b'+e)-(b+e)-e-(a" +¢)

pti druhém kroku jsme pouzili axiom (q)

a-@+c)-(b'+e)-(b+e)-e-(@+e)=(aa" +ac’) - (b’b+be+eb+e'e)-
- (ea" + ee”) pii tietim kroku jsme pouze roznasobili zavorku (@' + ¢') prvkem a,

zavorku (a’ + €") prvkem e a zavorky (b’ + €') a (b + €) mezi sebou

(@' +ac’) - (b'b+b'e +e'b +e’e) - (ea’ +ee’) =ac’ - (b'e + e'b) - ed’ pii Stvrtém

kroku jsme pouzili axiom (j)

ac’ - (b'e +e'b) - ea’ =c’e - (b'e + be’) pii patém kroku jsme pouzili axiom (j)

c'e- (b'e +be’) =c’e - 1=c'e pfi Sestém kroku jsme pouzili axiom (i)

5.5 Mnozinova algebra
Definice 5.5.1
S kazdou mnozinou M mame k dispozici také mnozinu K = 2M vech jejich podmnozin

anani operace U: K X K — K sjednoceni mnozina 1: K X K — K prinik mnozZin.

Ke kazdé mnoziné M € K mame také jeji doplitkovou mnozinu M' = K \ M, coz je

dalsi unarni operace.

Nejvetsi objekt, tj. cela mnozina M, ktery je neutrdlni vici operaci N proto budeme v této
souvislosti 0znacovat jako 1. Obdobné se chova prazdna mnozina @ € K viéi operaci U,

kterou budeme v této souvislosti znacit jako 0. [7]
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Véta 5.5.2

Na mnoziné K vSech podmnozin v M shrneme jiz vySe uvedené vlastnosti pro vSechny
prvky A, B, C (vyzna¢né prvky 0= @ a 1 = M a unarni operace vzeti doplitku M’
k podmnozin¢ M uz byly definovany):

AANBNC)=(ANB)NC, operace (1 je asociativni
2)AUBUC)=(AUB)UC, operace U je asociativni
B)ANB=BNA AUB=BUA, operace N a U jsou komutativni

4 ANBUC)=(ANB)U(ANC), distributivita operace U vuci priniku N
B)AUMBNC)=(AUB) N (AUC), distributivita operace N vuci sjednoceni U
(6) existuje 0 € Ktak,ze AV0O=A, existence neutralniho prvku vii¢i operaci U
(7) existuje 1 € Ktak,ze AN1=A, existence neutralniho prvku vii¢i operaci N
B)ANA=0,AUA =1 existence neutralniho prvku vi¢i N a U [7]

Poznamka 5.5.1
e Vlastnosti (1), (2) a (3) plati stejné jako u ¢iselnych oborli a operaci s¢itani a
nasobeni.
e Vlastnosti (4) a (5) vyzaduji jak distributivitu operace sjednoceni U vici praniku
N, tak naopak. To uz pochopiteln¢ u s¢itdni a nasobeni ¢isel platit nemtize — plati
tam pouze distributivita s¢itdni vii¢i ndsobeni, ale ne naopak.
e Vlastnosti (6), (7) a (8) konstatuji existenci neutralnich prvkll vi¢i obéma

operacim a také existenci obdoby k ,,inverzim* ke v§em prvkam. [7]

Definice 5.5.2

Mnoziné K spolu s dvéma binarnimi operacemi N a U a jednou unarni operaci ' splfiujici
vlastnosti (1)-(8) fikame Booleovskd algebra. Operaci N budeme fikat infimum (piipadné
prinik, anglicky cCasto také meet), operaci U budeme ftikat supremum (ptfipadné

sjednoceni, anglicky také join.) Prvku A’ se fika doplnék k prvku A. [7]

Priklad 5.5.1
Zjednoduste zapis mnoziny tak, aby obsahoval co nejméné symbolu. A, B, C, D, E jsou

podmnoziny dané neprazdné mnoziny M.

e (ANDNB)UBUAND))YUMA NCND)UAN(D UA))
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V predchozich piikladech jsme podobné piiklady fesili pomoci Vennovych diagrami.
V podkapitole 2.2 vSak byly uvedeny Vennovy diagramy nejvyse pro ¢tyfi mnoziny, tuto
metodu tedy pouzit nemiizeme. Ceho oviem mizeme vyuZit je fakt, Ze mnoZzinova
algebra (M, U, N, ') je modelem Booleovy algebry. Diky tomuto faktu miZzeme zapis

zadané mnoziny piepsat za pouziti symboliky uzivané v Booleové algebie (B, +, -, ).

Zmény budou nasledujici:

e A - a
e B - b
e C - c
e D - d
e E - e
e N -

o U - +

Pouzitim téchto zmén se nam zapis zadané mnoziny zméni nasledovné:
e (@-d-b)y+(+(@-d))+@-c-d)+(@-(d+a)
V novém zépisu mnoziny jsou jiz nékteré zdvorky a znaménka zbytecnd, finalni podoba
tedy bude nasledujici:
e adb+ (b+(ad)’) +a'cd' +a- (d' +a')
Nyni uz zapis upravujeme pomoci axiomu (a)-(y):
e adb+(b+(ad)) +a'cd'+a-(d +a)=abd+(b+a +d) +a'cd +ad +aa' =

=abd +b'ad+ a'cd’ +ad’ + 0 =ad - (b + b’) + a’cd’ + ad’ = ad + ad’ +a'cd’ =
za-(d+d)+a'cd =a+a'cd
Reseni krok za krokem:
e adb+(b+(ad)’) +a'cd +a-(d'+a’)=abd+ (b+a’'+d') +a’cd +ad +aa’ pii
prvnim kroku jsme pouzili axiomy (q) a (e)

e abd+ (b+a +d) +acd +ad +aa =abd+b'ad + a'cd’ +ad’ + 0 pii druhém

kroku jsme pouzili axiomy (p) a (j)
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e abd+b'ad+a‘cd +ad"+ 0 =ad - (b +b’) + a’cd’ + ad’ pfi tietim kroku jsme
vytknuli prvek ad z prvki abd a b'ad

e ad-(b+b')+a'cd +ad =ad+ad’ +a'cd’ pii étvrtém kroku jsme pouzili axiom (i)

e ad+ad +a'cd'=a- (d+d’) +a'cd’ pti patém kroku jsme vytknuli prvek a z prvki
ad a ad’

e a-(d+d)+acd =a+a'cd pfi Sestém kroku jsme pouzili axiom (i)

Nyni mame zépis, ktery uz dale upravit nemtizeme, mizeme jej pouze pievést do ptivodni

podoby:
e a+acd->AUA'NCND)
tento zapis mnoZiny uz by bylo mozné zakreslit do Vennova diagramu.

Priklad 5.5.2
Zjednoduste zapis mnoziny tak, aby obsahoval co nejméné symbolt. A, B, C, D, E jsou

podmnoziny dané neprazdné mnoZiny M.

« ODNANB)U(CN(AUE))UD NA UB))U (A NE) NC)

V tomto piikladé mame opét pét podmnozin A, B, C, D, E mnoziny M. Zapis proto opét

piepiSeme za pouziti symboliky uzivané v Booleové algebie (B, +, -, *).
e (d-a-b)+(c-(ate))+(d-(@+b))+(@-€)-c)

V novém zdpisu mnoziny jsou jiz nékteré zavorky a znaménka zbytecn4, findlni podoba

tedy bude nasledujici:
e dab+c-(a+e)+d-(@+b)+(ae))-c
Nyni uz zapis upravujeme stejné jako v predchozich ptikladech pomoci axiomt (2)-(y):

e dab+c-(a+e)+d-(@a+b)+(a))-c=dab+c-@ -e)+d - (@) -
-(b")')+ (ae)-c=dab +d'ab +ca'e’ +aec=ab-(d+d)+c-(ae’'+ae)=ab+c
Reseni krok za krokem:

e dab+c-(a+e)+d-(@+b)+(a))-c=dab+c-@ -e)+d (@) -

- (b")") + (ae) - ¢ pfi prvnim kroku jsme pouzili axiom (p) a (0)
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e dab+c-(@-e)+d - (@) - (b)) +(ae)-c=dab+dab+ca'e’ +aec pii druhé
kroku jsme pouzili axiom (0)

e dab + dab +ca'e’ +aec =ab - (d +d) +c - (a'e’ + ae) pfi tfetim kroku jsme
vytknuli prvek ab z prvki dab a d'ab a prvek ¢ z prvki ca’e’ a aec

e ab-(d+d)+c-(a'e"+ae)=ab+cpii ctvrtém kroku jsme vyuzili axiom (i)

Nyni mame zapis, ktery uz dale upravit nemizeme, muzeme jej pouze pievést do ptivodni

podoby:
e ab+c—->(ANB)UC
tento zapis mnoziny uz by bylo mozné zakreslit do Vennova diagramu.

Priklad 5.5.3
Zjednoduste zapis mnoziny tak, aby obsahoval co nejméné symboli. A, B, C, D, E jsou

podmnoZiny dané neprazdné mnoZiny M.

e (AUCNDUMUG N UANBNEYU(DNC)UE)U
U(FNG)uB)YUC

V tomto piikladé mame sedm podmnozin A, B, C, D, E, F, G mnoziny M. Zapis proto

opét prepiSeme za pouziti symboliky uzivané v Booleové algebie (B, +, -, ).
e ((@a+c)-d)+(d+g) - +(@-b-e)+(d+c)+(F+g) +c
V novém zapisu mnoziny jsou jiz nékteré zavorky a znaménka zbyte¢na, finalni podoba
tedy bude nasledujici:
e (@at+c)-d+(d+g)-f) +(abe) +(d+c)+(F+g) +c
Nyni uz zapis upravujeme stejné jako v predchozich ptikladech pomoci axiomi (a)-(y):
e (atc)-d+(d+g) -f)+(abe) +(d+c) +(f+g) +c' =ad+cd+ (d'gf) +
+a' +b'+e'+dc'+fg+c’'=zad+cd+d+g+f+a'+b' +e' +dc'+fg+c' =

za+b+d+ad+c' +dc’"+cd+f+g+fg=a’+b' +d+c’'+cd+f +g=

=a' +b' +c'+d+f +g
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Reseni krok za krokem:

e (@+c)-d+(d+q) - +(@be)+(d+c)+(f+g) +c'=ad+cd+(dg'f)’ +
+a' +b' +e' +d'c' +fg + ¢’ pii prvnim kroku jsme pouzili axiomy (e), (p) a (q)

e ad+cd+ (d'g'f)y+a +b' +e' +dc'+fg+c'=ad+cd+d+g+f +a +b' +
+e'+d'c’ +fg+c' pti druhém kroku jsme pouzili axiom (q)

e ad+cd+d+g+f+a +b' +e +dc'+fg+c'=a’ +b' +d+ad+c' +d'c’ +
+cd + f' + g + fg pfi tfetim kroku doslo pouze k taktickému uspofadani prvka

e a'+b +d+ad+c' +dc'+cd+f+g+fg=a’"+b' +d+c +cd+f +gpii
ctvrtém kroku jsme pouzili axiom (r)

e a'+b'+d+c'+cd+f+g=a +b'+c +d+f + gpfi patém kroku jsme pouzili

axiom (r)

Nyni mame zapis, ktery uz dale upravit nemtzeme, mizeme jej pouze pievést do ptivodni

podoby:
e a'+b+c'+d+f+g-A'UB'UCUDUF UG

5.6 Algebra pravdivostnich hodnot vyroku

Definice 5.6.1

V klasické matematice se pouziva klasickd dvouhodnotovd logika, tj. kazdému
vyroku V je pfirazena jeho pravdivostni hodnota p (V), kterou je bud’ nepravda, nebo
pravda. Oznacime-li nepravdu pismenem n a pravdu pismenem p, zapiseme p (V) =n,
resp. p (V) = p. Na mnoziné {n, p} definujeme operace logické scitani a logické nasobeni
tak, abychom jimi vystihli operace s vyroky — disjunkci (tab. 13) a konjunkci (tab. 14).
Zaznamy téchto operaci tabulkami se ¢tyimi fadky pfipominaji zapisy funkci dvou

proménnych: [6]
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Tabulka 13 Disjunkce

p() | pB)| p(AvB)
p Y p
p n p
n P Y
n n n
Tabulka 14 Konjunkce
p(d) | p(B)| p(ArB)
p P p
p n n
n p n
n n n

Poznamka 5.6.1
V podobé tabulek 2 x 2 pro tytéZ operace 1épe vynikne jejich algebraicky charakter. Jde
o0 binarni operace na mnoziné {n, p}, symboly ,,@, ©* ozna¢ime ,logicky soucet, logicky

souc¢in® pravdivostnich hodnot. [6]

Tabulka 15 Klasicky soucet

+ 0 1
0 0 1
1 1 1
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Tabulka 16 Klasicky soucin

0 1
0 0 0
1 0 1

Tabulka 17 Logicky soucet

@D n p
n n p
p p p

Tabulka 18 Logicky soucin

® n p

n n n

p n p
Poznamka 5.6.2

Je ziejmé, Ze tabulky 15, 17 operaci ,,+, @ a tabulky 16, 18 operaci ,,-, ©“ vykazuji

napadnou analogii, existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni jednéch na druhé:
e nolpeol, ot O

Tento izomorfismus struktur ({n, p}, @, ©), ({0, 1}, +, -) prokazuje, ze algebra
pravdivostnich hodnot je modelem dvouprvkové Booleovy algebry. Je tedy zbytecné ucit

se kalkulu pravdivostnich hodnot, ovladame-li booleovsky kalkul. [6]
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5 Booleova algebra a jeji modely

Véta 5.6.2
Transformaci pojmi vyrokové logiky do PH-algebry umoznuji rizné tautologie vyrokové

logiky, jimiz redukujeme pocet logickych spojek na tii — negaci, konjunkci a disjunkci:

e p(X=2Y)=p(X'VY)
e pXeY)=p[XrY)V X AY)][6]

Poznamka 5.6.3
Preklad z vyrokové logiky do PH-algebry a zpét:

p(X)...x pPXAY)...xy

p(Y)...y pXVY)...x+y

n...0 PX=2Y)..x'+y

p...1 pXeY)...x-y+x -y [6]

Priklad 5.6.1
Urcete pravdivostni hodnotu nize uvedeného vyroku, plati-lip (A)=1ap (B) =0.

e (AVBH)A(B=A)V(AAB)A(A =B

Regeni:

p(AVB)A(B=A)V((AAB)A (A = B))=

=p((AVB)A(B'VA) V(AAB)A((A) VBY)) =

=P A +p®B))-P®)+pA) + @A) -p®B) - (p(A)) +p(B))=
=(1+0)-(0'+1)+(1-0)-((1) +0)=
=(@1+1)-(L+1)+(@1-0)- (0 +1)=
=(1+1)-1+1)+@1-0)-(1+1)=

=1.0+0-1=

=0

Pravdivostni hodnota vyroku (A V B) A (B = A)' V (A A B) A (A’ = B') za pfedpokladu, Ze
p(A)=1ap(B)=0jerovnaO.
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5 Booleova algebra a jeji modely

Piiklad 5.6.2

Urcete pravdivostni hodnotu nasledujici vyrokové formule, je-li:
p(A)=0 p(B)=1
e (AVB)AB=>A)VAAB)A(A'=B)
Reseni:

Nejdiive si pomoci De Morganovych zdkonl zjednodusime zadany zéapis vyrokové

formule tak, abychom vylou¢ili vS§echny implikace:

(AVB)A(B'VA)V(AAB)A(AVB)=
=(AVB)ABAA)V((AAB)A(AVB')

Nyni si zépis piepiSeme za pouziti symboll z Booleovy algebry:
(@a+b’) - (ba') + (ab) - (a+b') =
=(a+b)-(a'b+ab) =
=(a+b) (b (22)) =
=a+b'
Nyni do vysledku dosadime zadané pravdivostni hodnoty:
e a+h'=0+1'=0+0=0
Pravdivostni hodnota zadané vyrokové formule je rovna 0.

Priklad 5.6.3

Urcete pravdivostni hodnotu nasledujici vyrokové formule, je-li:
p(A)=1  p(B)=1
p(C)=0 p(D)=0

e (A>BAB'VC)=(CAD)YAD=>A)
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5 Booleova algebra a jeji modely

Resent:

Nejdiive si pomoci De Morganovych zdkonl zjednodusime zadany zéapis vyrokové

formule tak, abychom vylou¢ili v§echny implikace:
(A=>B)AB'VC)=>(CAD)YAD=>A"=
=(A'vBYAB'VC)=>(C'vD)A(D' VA=
=(AAB)YAB'VC)=>(C'VD)AD' VA=
=(AAB)AB'VC) v(C'vVD)A (D' VA

Nyni si z&pis ptepiSeme za pouziti symbolil z Booleovy algebry:
(@' - (b"+c)) +((c'+d)-(d+a))=
=@) +Mm+c)+cd+ca+dd +da’ =
=a' +b+bc+cd +ca+0+da' =
=a'+b+c'd +ca +da’ =
=b+c'd+c’d +a’'=
=b+cd +a’

Nyni do vysledku dosadime zadané pravdivostni hodnoty:

e a+b+cd=1+1+(0"-0)=0+1+1-1=1

Pravdivostni hodnota zadané vyrokové formule je rovna 1.
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6 Prakticka ¢ast

Prakticka c¢ast zahrnuje mensi vyzkum, ktery probé&hl prostfednictvim online dotazniku

pro uéitele matematiky na nékolika vybranych gymnaziich v Ceské republice.

6.1 Cil vyzkumu
Cilem mého vyzkumu bylo zjistit, jaké je povédomi ucitelll v praxi o Booleové algebie a

zda by dan¢ ucivo vratili zpét do osnov vyuky matematiky na stiednich skolach.

6.2 Metodologie vyzkumu

Prostiednictvim vedeni kol jsem oslovila 32 gymnézii po celé Ceské republice
rozeslanim online dotazniku, ktery byl urcen pro ulitele matematiky na gymndziich.
Dotaznik byl vytvofen prostfednictvim webové strdnky www.my.survio.com.
Respondenti v kratkém dotazniku odpovidali na 8 otazek. VétSina z nich byla tvoiena
formou uzavienych otdzek s moznosti vybéru odpovédi nebo vysvétleni, pro¢ se
respondenti pro danou odpovéd’ rozhodni. Ne&které otazky pak byly oteviené.
Respondenti byli obeznameni s tim, ze ucast ve vyzkumu je anonymni a dobrovolna a

dotaznik bude pouzit pouze k vyzkumnym G¢elim v ramci mé bakalaiské prace.

Co se ty¢e vybéru skol, na které byly dotazniky odeslany, zdmérné byla vybirana spise

gymnazia, ktera maji bud’ vSeobecné nebo pfimo matematické zaméteni.

Platnych odpovédi dotazniku bylo 36. Z diivodu, ze je vzorek pomérné maly, nelze
vysledek dotazniku povazovat za stoprocentné objektivni. Z vysledku je vSak patrné, jak

by mohl vyzkum na vétSim vzorku vypadat.
Otazky v dotazniku byly nasledujici:

Jaka je délka Vasi praxe ve Skolstvi?
Jaka je Vase dalsi aprobace kromé predmétu matematika?
Jaké je zamétfeni gymnazia, na kterém vyucujete?

Slysel/a jste nékdy o Booleov¢ algebie?

o ~ w0 N

Pokud jste na predeslou otazku odpovédél/a ANO, kde jste se o problematice
Booleovy algebry dozvédél/a nejvice? Pokud jste odpovédél/a NE, dalsi otazky
uz jsou pro Vas bezptedmétné, a prosim Vas tedy o odeslani dotazniku v této
podobg.

6. Pokuste se stru¢n¢ definovat pojem Booleovského pocitani.
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6 Prakticka ¢ast

7. Ucivo Booleovy algebry bylo kdysi vyuovano v ramci nekterych stiednich a
vysokych Skol. Souhlasil/a byste s opétovnym navracenim tohoto uc¢iva do vyuky?
8. V pfipadé, Ze jste na minulou otazku odpovédél/a NE, nezatadil/a byste toto ucivo
alespont do vyuky semindii z matematiky pfipravujicich studenty na studium na
vysokych Skoldch nebo pro zdjemce o matematické olympiddy ¢i ostatni

védomostni soutéze?

6.3 Zpracovani a vyhodnoceni vysledku

Otazka 1. Jaka je délka Vasi praxe ve Skolstvi?

e Na prvni otazku odpovédélo celkem 34 respondentii s vysledkem (tab. 19,
obr. 29):

Tabulka 19 Délka praxe ve Skolstvi

Moznosti odpovedi Pocet responzi Podil
0-5 let 3 8,8 %

6-10 let 3 8,8 %
11-20 let 12 35,3%

21 let a vice 16 47.1 %

Délka praxe ve skolstvi

W 0-5 let
6-10 let
W 11-20 let

W 21 let a vice

Obrazek 29 Délka praxe ve Skolstvi

65



6 Prakticka ¢ast

Otazka 2. Jaké je Vase dal$i aprobace kromé pfedmétu matematika?

e Na druhou otazku odpovédélo celkem 36 respondentti s vysledkem (tab. 20,
obr. 30):

Tabulka 20 Druhé aprobace

Moznosti odpovédi Pocet responzi Podil
Fyzika 14 38,89 %
Biologie 1 2,78 %
Zemepis 3 8,33 %
Chemie 3 8,33 %
Informatika 10 27,78 %
Jiné 5 13,89 %

Druha aprobace

W Fyzika

H Biologie

B Zemépis

B Chemie

B Informatika

Jiné

Obrazek 30 Druha aprobace
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Otazka 3. Jaké je zamé&feni gymnazia, na kterém vyucujete?

e Na tfeti otazku odpovédelo celkem 32 respondentt s vysledkem (tab. 21,
obr. 31):

Tabulka 21 Zaméreni gymnazia

Moznosti odpovedi Pocet responzi Podil
Vseobecné 25 78,1 %
Matematické 5 15,6 %

Jazykové 0 0%
Programovani 2 6,3 %

Zaméreni gymnazia

H VSeobecné
B Matematické
M Jazykové

Programovani

Obrazek 31 Zaméreni gymnazia
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Otazka 4. SlySel/a jste nékdy o Booleové algebie?

e Na ¢tvrtou otazku odpovédélo celkem 33 respondentu s vysledkem (tab. 22,
obr. 32):

Tabulka 22 Povédomi o Booleové algebre

Moznosti odpovedi Pocet responzi Podil
Ano 26 78,79 %
Ne 7 21,21 %

Povédomi o Booleové algebre

H Ano

H Ne

Obrazek 32 Povédomi o Booleové algebie

Otazka 5. Pokud jste na piedeslou otazku odpovédel/a ANO, kde jste se o problematice

Booleovy algebry dozvédél/a nejvice?

e Na patou otazku odpovédélo celkem 10 respondenti s vysledkem (obr. 33):
o 9 respondentil odpovédelo, ze se o Booleove algebie dozvédéli na
vysoké skole
o 1 respondent odpovedél, ze se s Booleovou algebrou setkal diky tomu, Ze

uci informatiku
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6 Prakticka ¢ast

Zdroj informaci o Booleové algebre

B Vysoka skola

B Informatika

Obrazek 33 Zdroj informaci o Booleové algebre

Otazka 6. Pokuste se struéné definovat pojem Booleovského pocitani.

e Na Sestou otazku odpovédeli celkem 4 respondenti s vysledkem:
o 3 respondenti odpoveédéli spravne

o 1 respondent ptiznal, Ze uz si na Booleovu algebru viibec nevzpomina

Otazka 7. Ucivo Booleovy algebry bylo kdysi vyu¢ovano v rdmci n€kterych stfednich a

vysokych skol. Souhlasil/a byste s opétovnym navracenim tohoto uciva do vyuky?

e Na sedmou otazku odpovédélo celkem 15 respondent s vysledkem (obr. 34):
o 6 respondentil by bylo pro navraceni uc¢iva do vyuky
o 7 respondentl by u¢ivo do vyuky nevratilo
o 2 respondenti uvedli, Ze je na jejich gymnaziu Booleova algebra

vyucovana
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Postoj k navraceni uciva do vyuky

H Ano
Ne

B Uc¢ime

Obrazek 34 Postoj k navraceni uciva do vyuky

Otazka 8. V ptipadég, Ze jste na minulou otazku odpovédél/a NE, nezatadil/a byste toto
ucivo alespon do vyuky seminaiti z matematiky pfipravujicich studenty na studium na
vysokych skolach nebo pro zajemce o matematické olympiddy ¢i ostatni védomostni

soutéze?

e Na osmou otazku odpoveédélo celkem 14 respondentt s vysledkem (obr. 35):
o 13 respondentli by souhlasilo se zafazenim uc¢iva Booleovy algebry do
vyuky seminait z matematiky
o 1respondent by se zatazenim tohoto u¢iva do vyuky seminaia

z matematiky nesouhlasil
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6 Prakticka ¢ast

Postoj k vyuCovani poblematiky v
seminarich

H Ano

H Ne

Obrazek 35 Postoj k vyu€ovani problematiky v seminarich

6.4 Zavérecna diskuze

Na dotaznik odpovédélo celkem 36 uéiteld matematiky z riznych gymnazii v Ceské
republice. Délka praxe 82 % dotazovanych ucitell je v rozmezi 11 let a vice. VétSina
respondentll jsou tedy zkuseni ucitelé s pomérné dlouhou praxi. Jako druhou aprobaci ma
nejvetsi procento respondentl fyziku nebo informatiku, coz si myslim, ze vyrazné zvysilo
procento respondentd, pro které Booleova algebra nebyla cizim terminem. Jak uz z prvni
kapitoly o Georgu Booleovi vime, jeho studie piispely k rozvoji pocitacového
programovani a elektrickych obvodi. Pravé ucitelé téchto dvou predméti tedy hodnotili

problematiku Booleovy algebry jako zajimavou a uzite¢nou.

Ackoli jsem svym dotaznikem oslovila nejen vSeobecné, ale 1 matematicky a na
programovani zamétené gymndzia, az 78 % respondentt, kteti na dotaznik odpoveédéli,
vyucuji pravé na gymndaziu, které je zamefeno na vSeobecné vzdélani. Zajimavym
zjiSténim bylo, ze 79 % respondentli uz o Booleové algebie v minulosti slySelo. Znalost
problematiky Booleovy algebry, totiz bylo podminkou k tomu, aby respondenti
v dotazniku mohli pokracovat, jelikoz zbylé otazky uz se tykaly pouze této oblasti.
V dalsi otazce, ktera se pta na stru¢nou definici Booleovského pocitani odpoveédéli pouze
4 respondenti, z nichz pouze 3 opravdu dokazali v kratkosti popsat, 0 CO Vramci

Booleovského pocitani jde.
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Se zatazenim Booleovy algebry do osnov béznych hodin matematiky by souhlasilo 40 %
uciteld, ktefi uvadeli, Ze vramci vSeobecného pichledu a v souvislosti s ucivem
informatiky by zatazeni vyuky do osnov jisté melo vyznam. Podle téchto argumentt je
patrné, ze se zde projevil fakt, Ze az 67 % respondentii vyucuje krom¢ matematiky také
fyziku nebo informatiku. Na druhou stranu proti zavedeni Booleovy algebry do bézné
vyuky by bylo 47 % uciteld, ktefi tvrdi, Ze na toto uc¢ivo neni dost Casu, Ze Zaci nezvladaji
ani to, co je v osnovach nyni nebo zZe je ucivo Booleovy algebry pfili§ abstraktni pro
vyuku na stfednich Skolach. 13 % respondentl se nechalo slyset, ze Booleovu algebru
V osnovach na jejich gymnaziich maji. Bavime-li se o posledni otdzce z dotazniku, ktera
se tykala vyuCovani Booleovy algebry alesponi v matematickych seminatich, mizeme si
vS§imnout, Ze vysledek je razantnéjsi. 93 % respondentil by souhlasilo, zatimco pouze 7 %
uciteld by bylo proti. Respondenti, ktefi souhlasili nejcastéji argumentovali tim, ze je toto
téma zajimavé a v béznych hodinach na n&j bohuZzel neni ¢as. Podle nékterych by se ucivo
dalo interpretovat jako dal$i varianta pfi feSeni nékterych tloh a pomohlo by pii studiu
informatiky nebo v dalsim studiu na vysokych Skolach. Podminkou pro nékteré
respondenty by vSak muselo byt to, aby seminaf navstévovali jen studenti, ktefi jsou
nadani a maji o matematiku opravdu zdjem, a ne ti, na které by semindaf ,,zbyl®.

Respondenti, kteti byli proti vyuCovani této problematiky v semindfich matematiky

wewr
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Cilem mé bakalaiské prace bylo shrnuti zdkladnich pojmi, které se tykaji Booleovy
algebry, mnozin, vyrokl a operaci tak, aby byla prace ptizniva pro studenty jak stfednich,
tak i vysokych $kol — a to naptiklad v ramci p¥ipravy na statni zavéreéné zkousky. Resené
piiklady mély poslouzit jako moznost samostatného procviceni dan¢ho uciva diky
detailnim postuptim. Vyzkum v praktické ¢asti bakalairské prace mél zmapovat, jaké je
povédomi uditeld na gymnaziich v Ceské republice o Booleové algebie a zda by
souhlasili se zafazenim tohoto uciva do osnov béznych vyucovacich hodin ¢i alespoii na

matematiku specializovanych seminait.

V ivodu mé bakalaiské prace jsem uvedla par informaci o tom, kdo to George Boole byl,
¢im se v zivoté zabyval, o nékterych dilech, ktera ovlivnila jeho Zivot a v neposledni fadé¢

také o tom, za co mu vdécime.

V dalsich kapitolach jsem se pfesunula k definovani pojma nezbytnych pro definovani a
vyuziti Booleovy algebry. Kapitoly, které této problematice pfedchazely se zabyvaly
mnozinami a Vennovymi diagramy, vyrokovou logikou a operacemi na mnozinach a
jejich vlastnostmi. Teprve po ziskani védomosti z tohoto teoretickém podkladu bylo
mozné definovat Booleovu algebru, jeji vlastnosti a pravidla pro Booleovské pocitani.
V zavéru kazdé kapitoly jsem uvedla fesené priklady, diky kterym si ¢tenafi mohou ihned

ovéfit pochopeni dané latky.

V praktické ¢asti mé bakalatské prace jsem uvedla vyzkum formou dotazniku pro
ucitele matematiky na nékolika vybranych gymnéziich v Ceské republice. Mezi platné
odpovédi bylo zafazeno 36 dotaznikli. Povédomi o Booleové algebie je podle odpoveédi
vysoké — az 79 % respondentii uz se s Booleovou algebrou setkalo, avSak definici
Booleovského pocitani byli schopni vytvofit pouze 3 respondenti. 40 % respondentti by
souhlasilo se zafazenim uciva Booleovy algebry do vyuky béznych hodin matematiky

z diivodu vSeobecného piehledu, 13 % respondentli Booleovu algebru na jejich
gymndziich vyucuje a 47 % by se zatfazenim této problematiky do osnov nesouhlasilo, a
to vétsinou proto, Ze maji pocit, ze na toto u¢ivo neni v béznych hodinach ¢as. Ohlasy
na vyucovani Booleovy algebry v semindfich specializovanych na matematiku byly
znatelné lepsi, az 93 % respondentd by s vyucovanim této problematiky v seminafich
souhlasilo. Pouze 7 % respondentti si mysli, ze existuji i zajimavéjsi témata, na ktera

v béznych hodinach neni Cas.
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Pfilohy
Dotaznik ,,Povédomi ucitelii o Booleové algebie*

Vazené respondentky, vazeni respondenti,

Obracim se na Vas s prosbou o vyplnéni kratkého dotazniku, ktery bude slouzit jako
podklad pro moji bakalafskou praci na téma ,,Booleova algebra a jeji modely*. Mym
cilem je zmapovat, jaké je povédomi uditeldi v praxi o Booleové algebie. Ucast ve
vyzkumu je anonymni a dobrovolna. Dotaznik bude pouzit pouze k vyzkumnym tcelim

v rdmci mé bakalarské prace.

V dotazniku prosim o oznaceni odpovédi, kterd nejlépe vystihuje Va§ ndzor. U

otevienych otdzek Vas prosim o vlastni zformulovani VaSeho nadzoru.
Dékuji Vam za Vasi ochotu a €as.
Patricie Plesnikova, studentka 3. ro¢niku Pedagogické fakulty MU v Brné¢.

1) Jaka je délka Vasi ucitelské praxe?

a. 0-5let
b. 6-10 let
c. 11-20 let

d. 21 leta vice

2) Jaka je Vase dalsi aprobace krom¢ predmétu matematika?

a. Fyzika

b. Biologie

C. Zemgépis

d. Chemie

e Jind.........

3) Jaké je zaméfeni gymnazia, na kterém vyucujete?
a. Vseobecné
b. Matematické

c. Jazykova
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4) Slysel/a jste nékdy o Booleové algebie?

a. Ano
b. Ne

5) Pokud jste na predeslou otazku odpovédél/a ANO, kde jste se o problematice

6)

7)

8)

Booleovy algebry dozvédél/a nejvice? Pokud jste odpoveédél/a NE, dalsi otazky
uz jsou pro Vas bezpredmétné, a prosim Vas tedy o odeslani dotazniku v této

podobg.

Pokuste se stru¢né definovat pojem Booleovské pocitani.

Ucivo Booleovy algebry bylo kdysi vyuCovano v ramci nékterych stfednich

a vysokych Skol. Souhlasil/a byste s opétovnym navracenim tohoto uciva

do vyuky?
a. Ano
b. Ne

Pro¢ ano/ne?

V ptipadé, Ze jste na minulou otazku odpovédél/a NE, nezatadil/a byte toto ucivo
alespon do vyuky seminait z matematiky pfipravujicich studenty na studium
na vysokych Skolach, nebo pro zajemce o matematické olympiaddy ¢i ostatni
védomostni soutéze?

a. Ano

b. Ne

Pro¢ ano/ne?
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