Fundamentos da Geometria

Fernando Manfio
ICMC — USP



Sumario

Introducao iii
Linhas histéricas da Geometria iv
I Fundamentos da Geometria 1
1 Axiomas de Incidéncia 2
1.1 Axiomas . . . . . . . . ... 2
1.2 Exercicios . . . . . . . . . .. 3
2 Axiomas de Ordem 4
2.1 Axiomas . . . ... .. 4
2.2 Exercicios . . . . . . . ... 7
3 Axiomas de Continuidade 8
3.1 Axiomas sobre medida de segmentos . . . . ... ... .. .. 8
3.2 Axiomas sobre medida de &ngulos . . . . . . . ... ... L. 11
3.3 Exercicios . . . . . . . . ... 15
4 Axiomas de Congruéncia 17
4.1 Congruéncia de segmentos e dngulos . . . . . . .. ... ... 17
4.2 Congruéncia de tridngulos . . . . . . .. ... .. 18
4.3 Exercicios . . . . . ... 21
5 O Teorema do Angulo Externo 23
5.1 O teorema do dngulo externo . . . . . . . .. ... ... ... 23

5.2 Exercicios . . . . . . . . 30



IT Geometria Euclidiana Plana

6 Axioma das Paralelas
6.1 O axioma das paralelas . . . . . .. ... ... ... ... ...
6.2 Exercicios . . . . . . . .

7 Poligonos
7.1 Introdugao. . . . . . . . . ...
7.2 Poligonos regulares . . . . . ... ... Lo
7.3 Poligonos congruentes por cortes . . . . .. ... ... ...
7.4 Exercicios . . . . .. ..o

8 Area
81 Awunidadedemedida . . . . . . .. ...
8.2 Area de regides poligonais . . . . . .. ... .. ... .. ...
8.3 Definigao geral de drea . . . . . . . ... oL
8.4 Aplicagdes . . . . . ..
8.5 Exercicios . . . . . .. L

9 Semelhanca
9.1 A defini¢do de semelhanga . . . . . . . ... ...
9.2 Homotetias . . . . . . . ... ...
9.3 Semelhanga de tridngulos . . . . . ... ... L.
9.4 Exercicios . . . . . . . ..

10 Circunferéncia
10.1 A circunferéncia . . . . . . . .. ..o
10.2 Poligonos inscritos numa circunferéncia . . . . . . . . . .. ..
10.3 Poténcia de um ponto em relagao a uma circunferéncia . . . .
10.4 Semelhanca no circulo . . . . . . .. ... L.
10.5 Exercicios . . . . . . . . . .

Referéncias Bibliograficas

ii

32

33
33
37

39
39
40
44
47

50
50
52
o6
57
61

63
63
66
69
73

75
75
80
84
88
92

96



Introducao

Caro leitor,

Estas notas foram escritas para servir de texto a um curso de Geome-
tria elementar para alunos iniciantes de graduagao, tendo como objetivo
apresentar os fundamentos da Geometria sob o ponto de vista axiomatico,
caracterizando em seguida a Geometria Euclidiana Plana e discutindo alguns
problemas interessantes de Geometria Espacial.

O conjunto de axiomas escolhido é aquele apresentado por A. Pogorelov
[14]. A vantagem desta escolha é que esta leva o estudante rapidamente aos
teoremas mais importantes. O roteiro de apresentacao dos axiomas segue 0s
moldes do excelente livro de Lucas Barbosa [3].

A primeira parte do texto corresponde aos fundamentos da Geometria.
Todos os resultados obtidos nesta parte sao validos em qualquer geometria,
Euclidiana ou nao. Mais precisamente, o conjunto de axiomas escolhido pode
ser adotado em qualquer geometria, de modo a obter os mesmos resultados
iniciais.

A segunda parte aborda a Geometria Euclidiana Plana. O ponto de par-
tida é o quinto postulado, ou o Axioma das Paralelas. Véarios teoremas e
aplicagoes sao discutidos. Especial atencao é dada aos conceitos de area de
poligonos, semelhancas, propriedades da circunferéncia, culminando com as
transformagdes do plano, onde apresentamos a classificagdo das isometrias
de um ponto de vista totalmente geométrico.

Na terceira e tltima parte do texto, apresentamos rapidamente as no-
¢Oes primitivas e axiomas da Geometria espacial e, em seguida, discutimos
as nocoes de paralelismo e ortogonalidade entre retas e planos. Por fim, apre-
sentamos alguns problemas acerca dos poliedros, como a nog¢ao de volume, o
teorema de Euler para poliedros convexos e o terceiro problema de Hilbert.
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Linhas historicas da Geometria

Os Elementos de Euclides

Os registros mais antigos que temos de atividades humanas acerca da
geometria remontam a época das antigas civilizagoes da Mesopotamia. Em-
bora o historiador grego Herédoto atribua aos egipcios o inicio da geometria,
alguns tabletes de argila datados do periodo 1900 — 1600 a.C., durante o an-
tigo império babilénico, contém textos e diagramas indicando algum tipo de
familiaridade desses povos com a geometria, com instancias do Teorema de
Pitagoras. Os babilonios, os egipcios e outros povos da Antiguidade que de-
senvolveram formas primitivas de geometria, como os hindus e os chineses,
eram motivados por necessidades praticas de medi¢oes geométricas como,
por exemplo, a demarcacao de terras.

O processo de transigao, da geometria como um conjunto de regras im-
piricas e tuteis, aplicadas a casos particulares e cujas justificativas eram
aparentemente negligenciadas, para uma geometria na concepcao de cién-
cia, buscando explicagoes racionais para seus resultados, deve-se aos gregos.
Possivelmente, foi um processo lento e gradual. Varios pensadores gregos
visitaram antigos centros de conhecimento, como o Egito e a Babilénia, e 14
adquiriram conhecimentos sobre matemética e astronomia. Muito pouco se
sabe sobre a vida e a obra desses pioneiros.

Tales de Mileto (624 — 547 a.C.) é considerado como sendo o introdutor da
geometria na Grécia e o primeiro homem da histéria a que foram atribuidas
descobertas matematicas cientificas. Com o objetivo de verificar a corregao
dos resultados estabelecidos, ele desenvolveu a primeira geometria logica. A
sistematizacao iniciada por Tales foi continuada, nos dois séculos seguintes,
por Pitagoras de Samos (569 — 475 a.C.) e seus discipulos. Conta-se que,
em suas viagens, Pitagoras teria encontrado Tales e sofrido influéncia dele
e, mais tarde, Pitdgoras teria fundado uma irmandade secreta em Croton,
uma colénia grega no sul da Italia, cuja importancia é avaliada pelas ideias
que difundiu. Pitadgoras buscava na aritmética e na geometria a chave para
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a compreensao do universo e, devido as suas convicgoes, é frequentemente
citado como sendo o primeiro matemético puro da historia. Foram os pita-
gbricos, membros da sua irmandade, que descobriram os ntimeros racionais.
Platao (427 — 347 a.C.) nasceu em Atenas, mas acabou tendo contato com
a escola pitagoérica em suas viagens. Retornando a Atenas, por volta de 389
a.C., fundou sua famosa Academia e dedicou o resto de sua vida a escrever e
ensinar. Embora tenha feito poucos trabalhos originais em matematica, deu
contribuigoes profundas na logica e nos métodos usados em geometria.

A ideia grega de usar a matematica para compreender os mistérios do
universo dependia de uma noc¢ao de demostracao matemdtica. A percepcao
desse fato é, provavelmente, a primeira descoberta importante na histéria
da ciéncia. Credita-se a Tales e Pitagoras a introdugao dessa nogao. Mas
é devido a Platao a compreensao da verdade nesse contexto. Segundo ele,
tanto as nog¢des como as proposi¢oes mateméticas nao se referem a objetos
do mundo fisico, mas a certas entidades ideais que habitam um mundo dife-
rente do mundo fisico. Por exemplo, uma reta que tracamos em uma folha
de papel é apenas uma representacao, aproximada, da reta que vive em um
mundo de ideias ou, como alguns preferem, em um mundo platénico de en-
tidades ideais. O mesmo se aplica as proposi¢does matemaéticas verdadeiras.
Essa abordagem nos alerta para distinguirmos as nogoes mateméticas pre-
cisas das aproximagbes que encontramos no mundo fisico. Além disso, as
proposicoes mateméticas que habitam o mundo platénico, ditas verdadeiras,
estao submetidas a um padrao de objetividade externo que nao depende de
nossas mentes, opinides ou processos culturais.

Euclides (325 — 265 a.C.) provavelmente foi aluno da Academia de Platao
e foi o fundador da forte escola matematica de Alexandria, numa época em
que Atenas passava por um momento de declinio politico. Sua obra principal,
os Elementos, consiste de treze volumes que contém a maior parte da ma-
tematica conhecida na época. Trata-se de um texto sistematico, organizado
segundo os critérios de rigor l6gico-dedutivo, mas também de experiéncia in-
tuitiva. O volume I trata de geometria plana e sua construgao baseia-se em
dez proposicoes, separadas em dois grupos: cinco foram classificadas como
aziomas e as outras como postulados. A época, os axiomas consistiam basica-
mente em verdades aplicaveis a todas as ciéncias, enquanto que os postulados
eram verdades acerca da particular disciplina em estudo, como a geometria.
Os cinco axiomas eram:

1. Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sdo iguais entre si.

2. Se iguais sao adicionados a iguais, os resultados sao iguais.



3. Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.

4. Coisas que coincidem uma com a outra, sdo iguais.

5. O todo é maior do que qualquer uma de suas partes.
Os postulados eram:

1. Existe uma tnica reta contendo dois pontos dados.

2. Todo segmento de reta pode ser estendido indefinidamente em todas
as diregoes.

3. Existe uma circunferéncia com quaisquer centro e raio dados.
4. Todos os angulos retos sao iguais entre si.

5. Se uma reta intercepta outras duas retas formando angulos colaterais
internos cuja soma é menor do que dois retos, entao as duas retas, se
estendidas indefinidamente, interceptam-se no lado no qual estdo os
angulos cuja soma é menor do que dois retos.

Nota-se, a primeira vista, que a natureza do enunciado do quinto pos-
tulado é diferente da dos precedentes. Segundo a Defini¢ado 23 do volume
I dos Elementos, retas paralelas sao retas contidas num mesmo plano que,
se prolongadas indefinidamente, nao se interceptam, de modo que ele des-
creve exatamente uma situacdo em que duas retas ndo sao paralelas. Ainda
na época dos gregos algumas duavidas foram levantadas quanto & colocagao
desse enunciado como um postulado e nao como uma proposi¢ao passivel
de demonstragao. Dentre as tentavias gregas de prové-lo, destacam-se as de
Ptolomeu e Proclo. Posteriores a estes, outros famosos matematicos ten-
taram demonstra-lo: Nasiradin (1201 — 1274), John Wallis (1616 — 1703),
Gerolamo Sacheri (1667 — 1733), John H. Lambet (1728 — 1777), Adrien
M. Legendre (1752 — 1833), Louis Bertrand (1731 — 1812) e Carl F. Gauss
(1777 — 1855). Estes deixaram nas suas obras referéncias relevantes sobre o
assunto.

Os primeiros que compreenderam que o quinto postulado de Euclides era
indemonstrével e que se poderia, a partir de sua negagao, construir geome-
trias novas e totalmente coerentes foram Gauss, Lobachevski (1792 — 1856)
e Bolyai (1802 — 1860), que chegaram as suas conclusoes de forma indepen-
dente um dos outros. Para os gregos, principalmente para os seguidores de
Platao, o espaco fisico era uma entidade absoluta, a realizagdo direta de um
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objeto platonico. A geometria Euclidiana era a ciéncia do espaco fisico e, por-
tanto, a tnica geometria possivel e certamente a verdadeira, e constituia-se
do estudo de propriedades das figuras geométricas mergulhadas nesse espaco.
Com as descobertas de Gauss, Lobachevski e Bolyai, nao apenas a geometria
Euclidiana deixou de ser a tinica possivel, mas também deixou de ser aquela
verdadeira. Finalizou-se assim uma época na historia da matemética que
fora inaugurada dois milénios antes, originando-se uma transformagao pro-
funda nao apenas do pensamento matematico, mas também do pensamento
tedrico em geral, que acabaria por influenciar nossas concepgoes do universo
e do mundo fisico.

Os trabalhos de Gauss, Lobachevski e Bolyai mas, principalmente, dos
dois ultimos, foram levados as suas devidas proporg¢oes por Friedrich B. Rie-
mann (1826 — 1866) que deu inicio a um segundo periodo no desenvolvimento
das geometria Euclidianas e nao-Euclidianas, perfodo este caracterizado pe-
las investigagoes sob o ponto de vista do Calculo Diferencial, em contraste
com os métodos sintéticos previamente utilizados. A preocupagédo com a fun-
damentacao da geometria em bases s6lidas dominou a pesquisa matematica
sobre o assunto culminando com a reconstrucao da geometria Euclidiana por
Hilbert o que, finalmente, encerrou a longa batalha com o quinto postulado
de Euclides.

Os Axiomas de Hilbert

Um sistema axiomdtico consiste num conjunto de verdades acerca de uma
determinada realidade, organizado de tal forma que todos os conceitos sao
definidos a partir de alguns poucos conceito béasicos, chamados termos pri-
mitivos, os quais nao se define e que sao conhecidos intuitivamente. Esses
conceitos sao entao articulados por meio de algumas proposi¢oes primitivas,
chamados aziomas', que ndo se demonstram, pois sua veracidade é evidente
pela intuicdo que temos acerca do dominio em estudo. As demais proposi-
¢oes, os teoremas, sdo entao obtidos por demonstracao a partir dos axiomas.
Além disso, um sistema axiomatico deve satisfazer trés condicGes seguintes:
ser consistente, ou seja, os axiomas nao podem contradizer uns aos outros,
por si mesmos ou por suas consequéncias; deve ser completo, no sentido de
serem suficientes para provar verdadeiras ou falsas todas as proposicoes for-
muladas no contexo da teoria em questdo; por fim, cada axioma deve ser
independente dos demais, no sentido de que nao é consequéncia deles, sob

'Hoje em dia, a distin¢do entre axioma e postulado nio é mais feita, subentendendo
que significam a mesma coisa.
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pena de ser supérfluo.

A fundamentacdo da geometria estabelecida por David Hilbert (1862 —
1943) parte de dois termos primitivos que sao as nogoes de ponto e reta. Entre
estes termos primitivos, Hilbert supoe a existéncia de trés relagoes primitivas
que sao expressas por um ponto pertence a uma reta, um ponto estd entre
dois pontos e a relagao de congruéncia. Esses termos e relagoes primitivas
devem satisfazer uma série de axiomas. Hilbert apresenta esses axiomais, em
seu trabalho The Foundations of Geometry [11], em cinco grupos:

1. Axiomas de Incidéncia,

2. Axiomas de Ordem,

3. Axiomas de Congruéncia,
4. Axiomas de Continuidade,
5. Axioma das Paralelas.

Os axiomas de incidéncia expressam a nocao de estar em, enquanto os
axiomas de ordem expressam a nogao de estar entre. Os axiomas de continui-
dade nao envolvem uma nova relagao primitiva mas tratam de garantir que
certas construgoes, que vao nos permitir medir distancias entre pontos, sao
possiveis. O axioma das paralelas abre porta & Geometria Euclidiana. Nesse
texto, adotaremos o axioma enunciado por John Playfair (1748 — 1819), ao
invés do quinto postulado enunciado por Euclides:

Por um ponto fora de uma reta dada pode-se tragar uma unica reta
paralela a reta dada.

E interessante notar que esse axioma ja havia sido considerado por Proclo,
como o proprio Playfair apontou, mas é normalmente associado ao nome de
Playfair.

O fundamental dos termos e relagoes primitivas, bem como dos axiomas,
é entender claramente o adjetivo primitivo. Com isso, o que se quer dizer é
que estes termos e relagoes nao vao ser definidos através de outros, mas cada
pessoa deve fazer a sua propria representacao do que sao pontos, retas, estar
em, etc. Nao importa a imagem que cada um faga desses objetos e relagoes,
o que ¢é essencial é que as interconexoes entre eles, expressas pelos axiomas,
sejam reconhecidos como verdadeiras.
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Parte 1

Fundamentos da Geometria



Capitulo 1

Axiomas de Incidéncia

Os axiomas de incidéncia definem a ideia expressa pela nogao de estar
em, além de estabelecer uma conexao entre os termos primitivos do plano:
ponto e reta.

1.1 Axiomas

Axioma 1. Dados quaisquer dois pontos distintos, A e B, existe uma inica
reta que os contém.

De acordo com o Axioma 1, uma reta est4 completamente determinada
pela especificagao de dois pontos distintos. Assim, denotaremos a tnica reta
que passa pelos pontos distintos A e B por AB, e diremos a reta AB.

Definicao 1.1.1. Se um ponto é comum a duas retas, dizemos que este
ponto é um ponto de intersecio dessas retas. Duas retas que se interceptam
num tnico ponto sao chamadas de retas concorrentes.

S

Figura 1.1: Retas r e s concorrentes no ponto P.

Axioma 2. Em cada reta existem ao menos dois pontos distintos e existem
trés pontos distintos que nao pertencem a uma mesma reta.



Segue do Axioma 2 que reta é um subconjunto proprio do plano.

Proposigao 1.1.2. Duas retas distintas ou nao se interceptam ou se inter-
ceptam em um tnico ponto.

Demonstracao. Dados duas retas distintas, suponha que elas se interceptam
em dois (ou mais) pontos. Pelo Axioma 1, estas retas serao coincidentes,
0 que é uma contradicao pois, por hipdtese, elas sao distintas. Portanto, a
intersegao dessas retas ou é vazia ou s6 contém um ponto. O

Definicao 1.1.3. Pontos pertencentes a uma mesma reta sao chamados
colineares; caso contrario, sao chamados ndao-colineares.

Observagao 1.1.4. Ao estudarmos geometria é comum darmos uma repre-
sentacao grafica aos termos primitivos. Imaginamos um plano como uma
superficie de uma folha de papel que se estende indefinidamente em todas
as direcoes. Nela, a marca da ponta de um lapis representa um ponto e a
parte de uma reta é obtida usando-se uma régua. Por exemplo, na Figura
1.1, estao representadadas duas retas, r e s, e um ponto P, que é o ponto de
intersecao dessas retas. Muitas vezes faremos uso desse artificio. No entanto,
os desenhos devem ser considerados apenas como um instrumento de auxilio
& intuicdo e a linguagem e, em momento algum, devem ser utilizados como
dados para demonstragoes.

1.2 Exercicios

1. Quantos pontos comuns a pelo menos duas retas pode ter um conjunto
de trés retas distintas do plano? E um conjunto de quatro retas?

2. Prove que trés pontos nao-colineares determinam trés retas. Quantas
retas sao determinadas por quatro pontos, sendo que estes sao trés a trés
nao-colineares? K para o caso de seis pontos?

3. Usando apenas os conhecimentos estabelecidos até entao, discuta a se-
guinte questao: Existem retas que nao se interceptam?

4. Por que o conjunto de todos os pontos do plano ndo pode ser uma reta?
O conjunto vazio pode ser uma reta do plano?

5. De acordo com os Axiomas 1 e 2, qual o ntimero minimo de pontos de
uma reta?



Capitulo 2

Axiomas de Ordem

Os axiomas de ordem definem a ideia expressa pelo termo estar entre,
e tornam possivel, com base nessa ideia, descrever uma ordem de sequéncia
dos pontos sobre uma reta. Os pontos de uma reta tém uma certa relagao
um com o outro, e a no¢ao de estar entre servird para descrevé-la.

2.1 Axiomas

Axioma 3. Para quaisquer trés pontos distintos colineares, apenas um deles
estd entre os outros dois.

As expressoes um ponto C estd entre A e B, um ponto C' separa 0s pontos
A e B ou os pontos A e B estao em lados opostos do ponto C serdo assumidas
como equivalentes.

B
C

A

Figura 2.1: O ponto C esté entre A e B.

Axioma 4. Se A, B e C sao pontos tais que C' estd entre A e B entao estes
trés pontos sao distintos, colineares e C estd entre B e A.

Definicao 2.1.1. Dados dois pontos distintos, A e B, o conjunto dos pontos
A, B e todos os pontos que estdo entre A e B é chamado de segmento AB.
Se A e B sao coincidentes, dizemos que AB é o segmento nulo. Os pontos A
e B sao chamados as extremidades do segmento AB.

4



Definigao 2.1.2. Dados dois pontos distintos, A e B, a semi-reta de origem
A contendo o ponto B é o conjunto dos pontos do segmento AB unido com
todos os pontos C tais que B esta entre A e C.

A B

Figura 2.2: Semi-reta Sap.

A semi-reta de origem A contendo o ponto B serd denotada por Sap.
Dois pontos distintos, A e B, determinam duas semi-retas, Sap e Spa, as
quais contém o segmento AB. Além disso, temos a seguinte:

Proposigao 2.1.3. As semi-retas Sap e Spa satisfazem as seguintes pro-
priedades:

(a) Sap U Spa € a reta determinada por A e B, i.e., a reta AB.
(b) SapNSpa é o segmento AB.

Demonstragao. (a) Como as semi-retas Sap e Spa sao constituidas de pon-
tos da reta AB, segue que Sap U Spa esta contido na reta AB. Por outro
lado, se P é um ponto da reta AB, o Axioma 3 garante que apenas uma das
seguintes possibilidades ocorre:

(i) P esta entre A e B,

(ii) A esta entre B e P,

(iii) B estéa entre A e P.

No caso (i), o ponto P pertence ao segmento AB; no caso (ii), P pertence
a Spa; no caso (iii), P pertence a S4p. Portanto, em qualquer caso, P
pertence a Sap U Spa.

(b) Dado um ponto P € Sap N Spa suponha, por absurdo, que P nao per-
tenca ao segmento AB. Assim, A esté entre P e B ou B esta entre A e P.
No primeiro caso, concluimos que P € Sga e P &€ Sap, o que é uma con-
tradicao. Analogamente para o segundo caso. Reciprocamente, todo ponto
P pertencente ao segmento AB pertence, por definicdo, as semi-retas Sap e
Spa logo, P esta na intersecdo Sap N Spa. O

Axioma 5. Dados dois pontos distintos, A e B, existem um ponto C entre
A e B e um ponto D tal que B estd entre A e D.

Decorre do Axioma 5 que entre quaisquer dois pontos existe uma infini-
dade de pontos. Além disso, toda semi-reta S4p contém uma infinidade de
pontos além daqueles pertencentes ao segmento AB.



Considere uma reta r e dois pontos distintos, P e (), nao pertencentes
a r. Dizemos que os pontos P e @) estdo em um mesmo lado da reta r se o
segmento PQ nao a intercepta. Caso contrério, dizemos que P e Q) estao em

lados opostos da reta r.
/-Q
P

‘R

Figura 2.3: P e @ estao do mesmo lado de r; P ¢ R estao em lados opostos.

Definicao 2.1.4. Dados uma reta r e um ponto P nao pertencente a 7, o
semi-plano determinado por r contendo P é o conjunto de todos os pontos
Q@ tais que P e @ estao do mesmo lado de r, unido aos pontos de r.

A reta r é chamada de origem do semi-plano.

Axioma 6 (Separagao do plano). Uma reta r determina somente dois semi-
planos distintos, cuja interse¢ao é a propria reta .

Uma figura geométrica é simplesmente um subconjunto préprio do plano.
Usando-se segmentos, podemos construir intimeras figuras geométricas. Uma
das mais simples é o tridngulo, que é formada por trés pontos nao-colineares e
pelos segmentos definidos por esses trés pontos. Os trés pontos sao chamados
vértices do tridngulo e os segmentos sao os lados do tridngulo.

Indicaremos o tridngulo determinado pelos pontos A, B e C por ABC,
e diremos tridngulo ABC.

A

B C
Figura 2.4: Triangulo ABC.

Teorema 2.1.5 (Pash). Se ABC ¢é um tridngulo e r é uma reta que inter-
cepta o lado AB em um ponto entre A e B, entdo r também intercepta, pelo
menos, um dos outros dois lados.



Demonstracao. Se o ponto C' pertence a r, o Teorema estda provado pois,
neste caso, r intercepta os dois lados, AC e BC'. Suponha, entéo, que C & r
(cf. Figura 2.5). Como A e B nao pertencem a r e o segmento AB intercepta
r segue, por definigdo, que A e B estdo em lados opostos de r. Como C & r,
segue do Axioma 6 que C estd do mesmo lado de A em relagdo a r ou do
mesmo lado de B em relagdo a 7. Se A e C estdao do mesmo lado de r, entdo
B e C estao em lados opostos de r. Isso significa que r intercepta o segmento
BC e nao intercepta AC. Se B e C' estdo do mesmo lado de 7, analogamente
se prova que r intercepta o segmento AC' e nao intercepta BC. O

r A

B v C

Figura 2.5: Teorema de Pash.

2.2 Exercicios

1. Sao dados quatro pontos A, B, C' e D e uma reta r que ndo contém
nenhum deles. Sabe-se que os segmentos AB e C'D interceptam a reta r e
que o segmento BC nao a intercepta. Mostre que o segmento AD também
nao a intercepta.

2. Dados quatro pontos A, B, C' e D, mostre que se os segmentos AB e C'D
se interceptam, entdao os pontos B e D estdao em um mesmo semi-plano em
relagdo & reta que passa por A e C.

3. Sejam AB e CD segmentos e E um ponto tais que ABNCD = {E}.
Mostre que a reta que contém AB nao pode conter C'D.

4. Seja C' um ponto pertencente a semi-reta Sap, com C' # A. Mostre que
Sap = Sac, BC C Sac e que A Q BC.

5. Podem existir dois segmentos distintos tendo dois pontos em comum? E
tendo exatamente dois pontos em comum?



Capitulo 3

Axiomas de Continuidade

Os axiomas de continuidade nao envolvem uma terceira relagdo primitiva
mas tratam de garantir que certas construgoes, que vao nos permitir medir
distancias entre pontos, sao possiveis.

3.1 Axiomas sobre medida de segmentos

O conceito de medida de um segmento é introduzido mediante a adogao
de uma unidade de comprimento que, neste curso, a faremos axiomatica-
mente. Uma vez que soubermos medir segmentos estaremos aptos a poder
compara-los em tamanho.

Axioma 7. A cada segmento AB estd associado um tinico nimero real po-
sitivo, e ao segmento nulo estd associado o niumero zero.

O namero associado a um segmento AB, dado pelo Axioma 7, é cha-
mado de medida do segmento AB, ou comprimento do segmento AB, e sera
denotado por AB.

Axioma 8. Se um ponto C esti entre dois pontos A e B entao

AB = AC + CB.

Dados uma reta r e um ponto O € r, o ponto O divide r em duas semi-
retas opostas. A uma destas chamamos de parte positiva de r, a outra de
parte negativa. Considere um ponto A pertencente & parte positiva de r, com
A # 0. Ao ponto A fica associado um tinico ntimero real positivo OA, dado
pelo Axioma 7. Se A pertence & parte negativa de r, com A # O, & ele fica
associado um tinico ntimero real negativo —OA. Se A = O, temos OA = 0.
Portanto, & todo ponto da reta r fica associado, de modo tinico, um ntmero
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real que serda chamado a coordenada desse ponto. Note que, pelo Axioma 8,
essa correspondéncia é univoca, no seguinte sentido. Se A e A’ sdo pontos

distintos de 7, entdao OA # OA’.

Axioma 9. A todo numero real positivo fica associado um segmento, cuja
medida € igual ao nimero dado, sendo que ao nimero zero fica associado o
segmento nulo.

Axioma 10 (Transporte de segmento). Fizado um segmento arbitrdrio AB,

para qualquer segmento C'D, existe um dnico ponto E pertencente & semi-reta
Scp tal que AB = CE.

Os Axiomas 9 e 10 permitem-nos considerar a reciproca da correspon-
déncia estabelecida no paragrafo logo ap6s o Axioma 8. De fato, dado uma
reta r, fixe um ponto arbitrario O sobre r. Dado um ntimero real positivo x,
considere um segmento AB, com AB = z, dado pelo Axioma 9. Pelo Axioma
10, existe um tnico ponto P sobre a parte positiva de r tal que OP = AB.
Se z = 0, tome P = O; se x for negativo, considere P na parte negativa de
r. Portanto, a cada nimero real fica associado, de modo tnico, um ponto da
reta r. Além disso, pelo Axioma 9, esta correspondéncia também é univoca.

Essas duas correspondéncias, estabelecidas até agora, podem ser resumi-
das no seguinte:

Teorema 3.1.1. Ezxiste uma correspondéncia biunivoca entre pontos de uma
reta e numeros reais.

A bijegao do Teorema 3.1.1 é as vezes chamada de sistema de coordenadas
para a reta considerada. O nimero real, associado a cada ponto P dessa reta
é, como ja vimos, a coordenada de P em relacao a reta. O ponto da reta
associado ao numero zero é chamado a origem do sistema de coordenadas.

Dado um segmento AB, denotaremos por a e b as coordenadas de suas
extremidades A e B, respectivamente. Assim, a medida do segmento AB
serd a diferenca entre o maior e o menor destes nimeros. Isso é equivalente
a tomar a diferenga entre a e b em qualquer ordem e, em seguida, considerar
o seu valor absoluto. Portanto,

AB = |a —b|. (3.1)

A relagao (3.1) nos diz como determinar a medida de um segmento a partir
das coordenadas de suas extremidades. Como os nimeros reais sao ordena-
dos pela rela¢ao “menor do que” (ou pela relagao “maior do que”), podemos
estabalecer uma relagao de ordem para os pontos de uma reta.
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Lema 3.1.2. Numa semi-reta S4p, se um segmento AC & tal que AC < AB
entao C estéd entre A e B.

Demonstracao. Como A é a origem de Sap e B,C € Sup, o ponto A nao
pode estar entre B e C. Se B estiver entre A e C, segue do Axioma 8 que
AC = AB + BC logo, AC > AB, o que é uma contradicdo. Portanto, o
ponto C deve estar entre A e B. O

Teorema 3.1.3. Sejam A, B, C trés pontos colineares e distintos, cujas
coordenadas sao a, b e ¢, respectivamente. Entao, o ponto C estd entre A e
B se, e somente se, c estd entre a e b.

Demonstracao. Se o ponto C esta entre A e B, decorre do Axioma 8 que
AB = AC + CB, ou seja,

|b—al=lc—al+1]b—c| (3.2)
Se a < b, decorre da igualdade (3.2) que
lc—a|<b—a e |b—c|]<b—a.

Isso implica que
c—a<b—a e b—c<b-—a

logo, c < bea<c,ie., centd entre a e b. Conclusao analoga se supormos
que a > b. Reciprocamente, suponha que c esta entre a e b. Assim,

b—al=lc—al+[b—d,
ou seja, AB = AC + CB e isso implica, em particular, que
AC < AB e CB< AB. (3.3)

Se B e C pertencem a uma mesma semi-reta com origem em A, segue do
Lema 3.1.2 que C' esta entre A e B. Resta provar que A néao separa B e C.
Se isso ocorre, A esta entre B e C e, assim, BC = BA + AC. Isso implica
que BC > AB, contradizendo (3.3). O

Definic¢ao 3.1.4. O ponto médio de um segmento AB é um ponto C' deste
segmento tal que AC = CB.

Teorema 3.1.5. Todo segmento AB tem um 1inico ponto médio.
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Demonstracdo. Se a e b sdo as coordenadas dos pontos A e B, respectiva-
mente, considere o niimero real ¢ = %(a +b). Pelo Teorema 3.1.1, existe um
ponto C pertencente a reta AB cuja coordenada é ¢. Temos

=[b—a

— 1
AC =lc—a| = ’2(a+b)—a

OB = fe -t = |j(a+8) ~1| = fa

logo, AC = CB. Como c esta entre a e b, segue do Teorema 3.1.3 que C
estd entre A e B. Portanto, o ponto C é ponto médio de AB. Quanto a
unicidade, suponha que exista outro ponto C’ pertencente ao segmento AB
tal que AC" = C'B. Se ¢’ é a coordenada de C’, temos

d—a=b-¢, se a<d<b

ou
/ / /
a—c =c—b se b<c <a.

Em qualquer caso, obtemos

1
/
== b).
c 2(a—|— )
Assim, ¢ = c e, pelo Teorema 3.1.1, concluimos que C' = C’. O

3.2 Axiomas sobre medida de angulos

Analogamente ao caso de segmentos, introduziremos o conceito de me-
dida de angulo, o que também nos possibilitard compara-los em tamanho.

Definigcao 3.2.1. Angulo é uma figura geométrica formada por duas semi-
retas com mesma origem.

As semi-retas sao chamadas de lados do angulo e a origem comum é o
vértice do angulo. Se os lados de um angulo sdo semi-retas opostas, esse
angulo é chamado de dngulo raso; caso os lados sao semi-retas coincidentes,
chamamos o dngulo de dngulo nulo.

Existem véarias formas de representar um angulo. Por exemplo, se O é
o vértice e A, B sao pontos distintos de um angulo, um em cada lado do

—_— —_—
angulo, este pode ser representado por AOB ou BOA. Quando nenhum
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B

Figura 3.1: Angulo A0B.

outro angulo tem o mesmo vértice, podemos usar apenas a letra que de-
signa o vértice para representa-lo. Assim, o angulo da Figura 3.1 pode ser
representado simplesmente por O. Em algumas ocasioes, ¢ comum utilizar
letras mintsculas do alfabeto grego para representar um angulo. Neste caso,
¢é usual escrever a letra que designa o angulo préoximo do vértice e entre as
duas semi-retas.

o
Figura 3.2: Angulo o.

Semelhantemente aos axiomas sobre medida de segmentos, introduzire-
mos agora os axiomas que nos dirao como medir angulo.

Axioma 11. A todo dngulo estd associado wm unico numero real positivo.
Este numero € zero se, e somente se, o dngulo € constituido por duas semi-
retas coincidentes.

O ntmero dado pelo Axioma 11 é chamado de medida do angulo.

Definicao 3.2.2. Dizemos que uma semi-reta divide um semi-plano se ela
estiver contida neste semi-plano e sua origem for um ponto da reta que o
determina (cf. Figura 3.3).

Axioma 12. Dado um niumero real r > 0, € possivel colocar em correspon-
déncia biunivoca os niumeros reais entre 0 e e as semi-retas de mesma ori-
gem que dividem um dado semi-plano, de modo que a diferenca entres estes
numeros seja a medida do dngulo formado pelas semi-retas correspondentes.
Aos dngulos raso e nulo ficam associados 0os nidmeros r e zero, respectiva-
mente, e reciprocamente.
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Figura 3.3: Divisao de um semi-plano.

No caso em que r = 180, a medida de angulo d4a o resultado em graus.
Quando r = 200, a medida é em grados e, quando r = 7, a medida esta dada
em radianos.

O numero associado a cada semi-reta, dado pelo Axioma 12, chama-se a
coordenﬁiﬁla semi-reta. Assim, se a e b forem as coordenadas dos lados do
angulo AOB, entao |a — b| é a medida deste angulo, e escreveremos

AOB =|a—1|.

Sejam Sp 4, SOB,/S_O\C semi-retas com mesma origem O. Dizemos que
Soc divide o angulo AOB se o segmento AB intercepta Soc.

Axioma 13. Se uma semi-reta Soc divide um dngulo AOB entio AOB =

AOC + COB.

Dois angulos sao chamados consecutivos se eles tém um lado em comum.
Se os outros lados dos angulos estdao em semi-planos opostos, definidos pelo
lado comum, esses Angulos sdo chamados adjacentes. Por exemplo, na Figura
—_— —_— ~ . . —_—
3.4, os angulos AOB e AOC séao consecutivos e adjacentes; no entanto, AOB
—_—
e BOC sao consecutivos mas nao sao adjacentes.

Figura 3.4: Angulos consecutivos e adjacentes.

Definicao 3.2.3. Dois angulos sao chamados suplementares se a soma de
suas medidas é 180°. O suplemento de um angulo é o angulo adjacente ao
angulo dado obtido pelo prolongamento de um de seus lados.
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Figura 3.5: Angulos suplementares.

Decorre diretamente da definigdo que um angulo e seu suplemento sao
angulos suplementares. Além disso, se dois angulos tém a mesma medida,
entdo o mesmo ocorre com os seus suplementos.

Definicao 3.2.4. Angulos opostos pelo vértice sao aqueles em que os lados
de um sao as respectivas semi-retas opostas aos lados do outro.

Figura 3.6: Angulos opostos pelo vértice.

Proposigao 3.2.5. Angulos opostos pelo vértice tém a mesma medida.

Demonstragao. Sejam AO0B e COD dois angulos opostos pelo vértice. Como
o angulo AOD é suplementar a ambos, obtemos

AOB +AOD = 180° e COD + AOD = 180°. (3.4)
Disso decorre que AOB = COD. ]

Defini¢ao 3.2.6. Angulo reto é um angulo cuja medida é 90°. Duas retas
sao chamadas perpendiculares se elas se interceptam e um dos quatro angulos
formados por elas for reto.

Teorema 3.2.7. Por qualquer ponto de uma reta passa uma unica reta per-
pendicular a reta dada.
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Demonstracao. Dados uma reta r e um ponto O € r, considere as duas semi-
retas opostas determinadas por O; elas formam um angulo raso. Considere
um dos semi-planos determinados por r. Pelo Axioma 12, existe uma tinica
semi-reta com origem O, dividindo o semi-plano fixado e cuja coordenada
é 90°. Esta semi-reta forma com as semi-retas determinadas em r, pelo
ponto O, angulos de 90°. Logo, a semi-reta assim construida esté contida
numa reta s, que contém o ponto O, e é perpendicular a reta r. Quanto
a unicidade, suponha que existam duas retas, s e s, passando pelo ponto
O, e perpendiculares a r. Fixemos um dos semi-planos determinados por
r. As instersecoes de s e s’ com este semi-plano sao semi-retas que formam
um angulo « entre si, e formam outros dois angulos 5 e  com as semi-retas
determinadas pelo ponto O € r. Como s e s’ sao perpendiculares a r tem-se
B8 = 60 = 90°. Por outro lado, como semi-retas opostas definem o &ngulo
raso, temos a + 3+ 60 = 180°. Isso implica que o = 0° e, portanto, s e s’ sao
coincidentes. O

3.3 Exercicios

1. Considere trés pontos colienares A, B, C, sendo que B esté entre A e C,
e AB = BC. Se M é o ponto médio de AB e N é o ponto médio de BC),
prove que M N = AB.

2. Sejam M, A, B pontos colineares e distintos. Dizemos que M divide
o segmento AB na razio a se a = MA/MB. Dado qualquer niimero real
positivo a, prove que existe um tnico ponto M € AB tal que M divide AB
na razao a.

3. Sejam A, B e C trés pontos no plano tais que a distancia de A a B é
igual a soma das distancias de A a C e de C' a B. O que podemos afirmar
sobre estes pontos?

4. Considere quatro pontos distintos, A, B, C' e D, e uma reta r que nao
contém nenhum dos pontos dados. Suponhas que os segmentos AB e CD
interceptam r e que AC nao a intercepta. O que podemos afirmar sobre o
segmento BD?

5. Um ponto C pertencente a um segmento AB é chamado secdo durea de
AB se AC/CB = AB/AC. Prove que se C' ¢é segio aurea de AB, entdo

AC = @AB e que AB = @AC; 0 namero @ ¢ chamado numero
dureo. Prove também que todo segmento possui uma secao aurea.
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6. Prove que duas retas concorrentes sao perpendiculares se, e somente se,
elas formam angulos adjacentes suplementares de mesma medida.

7. Prove que se um angulo e seu suplemento tém a mesma medida entao o
angulo é reto.

8. Um angulo é chamado agudo se mede menos de 90°, e é chamado obtuso
se mede mais de 90°. Prove que o suplemento de um angulo agudo é sempre
um angulo obtuso.

9. Se duas retas se interceptam formando quatro angulos e um deles ¢ reto,
prove que os outros também o sao.

10. Dois angulos sao chamados complementares se sua soma é um angulo
reto. Considere dois dngulos complementares tais que o suplemento de um
deles mede tanto quanto o suplemento do segundo mais 30°. Quanto medem
os dois angulos?

11. Por que o complemento de um angulo é sempre menor do que o seu
suplemento?

12. Qual a medida da diferenca entre o suplemento de um angulo e seu
complemento?

13. Dado u%ulo A/O\B, prove que existe uma Unica semi-reta Swl
que AOC = COB. A semi-reta Spc é chamada de bissetriz do angulo AOB.

14. Prove que as bissetrizes de um angulo e do seu suplemento sao perpen-
diculares.

15. Prove que as bissetrizes de dois angulos opostos pelo vértice sao semi-
retas opostas.
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Capitulo 4

Axiomas de Congruéncia

Os axiomas deste capitulo expressam a ideia de congruéncia ou de super-
posicao. A ideia intuitiva que se procura precisar com a no¢ao de congruéncia
é a de que dois segmentos ou angulos congruentes tém a mesma medida ou
podem ser superpostos por um movimento rigido do plano, ou seja, por uma
aplicacao que nao distorca as figuras. Essa nocao de congruéncia de segmen-
tos e angulos serd naturalmente estendida aos tridngulos, onde obteremos
teoremas que nos dao condigoes suficientes para a congruéncia de tridngulos.

4.1 Congruéncia de segmentos e angulos

Definigcao 4.1.1. Dois segmentos AB e C'D sao chamados congruentes se
eles tém a mesma medida, ou seja, se AB = C'D. Diremos que dois angulos
A e B s@o congruentes se eles tém a mesma medida.

Denotaremos a congruéncia entre os segmentos AB e C'D utilizando o
simbolo = e escreveremos AB = CD. Assim, AB = CD se, e somente se,
AB = CD Da mesma forma para a congruéncia de angulos, diremos que os
angulos A e B sio congruentes denotando por A=B.

Neste texto usamos o termo congruente, e nao igual, para distinguir do
termo igual, que significa, matematicamente, o mesmo objeto matemético.

Com esta definigdo de congruéncia, as propriedades que envolvem igual-
dade de nimeros reais passam a valer para a congruéncia de segmentos e
de angulos. Como consequéncia disso, a relagdo = é uma relagao de equi-
valéncia, ou seja, satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva de
congruéncia.
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4.2 Congruéncia de triangulos

A fim de simplificar a notagao, denotaremos um tridngulo, definido por
trés pontos nao-colineares A, B e C, por AABC ou, simplesmente, por
ABC.

Definicao 4.2.1. Dois tridngulos sao chamados de congruentes se existe uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e dngulos
correspondentes sejam congruentes.

Isso significa que se ABC' e XY Z sao dois tridngulos congruentes e se
v:{A,B,C} - {X,Y, 7}

é a bijecao que define a congruéncia, com

A — X,
B — Y,
C — Z,

entao valem as seguintes relagoes:

A=X, AB=XY,
EE?, AC = X7,
C=7, BC=YZ.

Os vértices Ae X, BeY, C e Z sdo chamados correspondentes. Angulos
correspondentes sao aqueles cujos vértices sdo correspondentes, e lados cor-
respondentes sao os lados cujas extremidades sao vértices correspondentes.

Se ABC' e XY Z sao triangulos congruentes, escreveremos ABC = XY 7,
significando que a congruéncia leva A em X, Bem Y e C em Z.

Axioma 14. Se dois tridngulos ABC e XY Z sao tais que AB = XY,
AC=XZ e A= X entio ABC = XY Z.

Pelo Axioma 14, a fim de verificar a congruéncia entre dois triangulos,
basta verificar apenas trés relagoes, ao invés das seis relagoes exigidas na
Definicao 4.2.1. Este axioma é chamado primeiro caso de congruéncia de
tridngulos ou, simplesmente, caso LAL.

Teorema 4.2.2 (caso ALA). Dois tridngulos ABC e XY Z sao congruentes
se AB = XY, A=XeB=Y.
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Demonstracao. Dados dois tridangulos ABC e XY Z, com AB = XY, A=X
e B = l/;, conside o ponto D sobre a semi-reta Sac tal que AD = XZ.
Considere o tridngulo ABD. Como AB= XY, AD=XZe A= )/(\'}sggue
do Axioma 14 que ABD = XY Z /. Disso decorre, em particular, que ALLD\E
Y. Como, por hipdtese, temos ABC = }7, concluimos que ABD = ABC.
Decorre dai que as semi-retas Sgp e Spc coincidem e, assim, os pontos B e
C sao coincidentes. Portanto, os tridngulos ABC e ABD sao congruentes e,
pela transitividade da relagdo =, concluimos que ABC = XY Z. O

C Z
D

A B X Y
Figura 4.1: Caso ALA.

Definicao 4.2.3. Um tridngulo que tem dois lados congruentes é chamado
1sosceles; os lados congruentes sao as laterais e o terceiro lado é a base do
tridngulo. Um tridngulo que tem os trés lados congruentes chama-se equild-
tero.

Proposigao 4.2.4. Em qualquer tridngulo isésceles, os angulos da base sao
congruentes.

Demonstragao. Seja ABC um triangulo isosceles, com AB = AC. Provemos
que B = C. De fato, considere a aplicagdao ¢ : {A,B,C} — {A,C, B}
definida por

A,
C,
B.

A —~
B ~
C

Por hipotese, temos que AB = AC e AC = AB. Como A A segue do
Axioma 14 que ABC = ACB. Decorre, em particular, que B=C. O

A Proposigao seguinte é a reciproca da Proposicao 4.2.4.

Proposigao 4.2.5. Se um tridngulo tem dois dngulos congruentes, entao ele
é iscosceles.
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Demonstracao. Seja ABC um triangulo, com B = C. Provemos que AB =
AC'. De fato, considere a aplicacao ¢ : {A, B,C} — {A, C, B} definida por

A — A,
B — C,
C — B.

Como B = 6’, C =DBeBC = CB, segue do Teorema 4.2.2 que ABC' =
ACB. Disso decorre, em particular, que AB = AC. O

Das Proposicoes 4.2.4 e 4.2.5 concluimos que um triangulo é isosceles se,
e somente se, os angulos da base sdo congruentes.

Dado um triangulo ABC', considere um ponto D sobre a reta determinada
por B e C. Se D é ponto médio do segmento BC, o segmento AD chama-se
mediana do triangulo ABC' relativo ao vértice A. Se D ¢ tal que CAD =
DAB, AD chama-se a bissetriz do angulo A. Se D é tal que a reta AD é
perpendicular & reta BC, AD é chamada altura do tridngulo ABC relativo
ao vértice A.

Proposigao 4.2.6. Em qualquer tridngulo isésceles, a mediana relativa a
base é também altura e bissetriz.

Demonstragao. Dado um triangulo isosceles ABC, de base BC, seja AD
sua mediana relativo a BC. Provemos que BAD DAC ¢ BDA = 90°.
De fato, como BD = DC, AB = AC e B = B = C’ ', segue do Axioma 14 que
ABD = ACD. Assim, BAD = DAC ¢ ADB = ADC. Como

ADB + ADC = BDC = 180°,

concluimos que ADB = ADC = 90° logo, AD é perpendicular a BC. [

A

B C

D

Figura 4.2: Proposicao 4.2.6.
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Teorema 4.2.7 (Teorema LLL). Dois tridngulos sao congruentes se possuem
o0s lados correspondentes congruentes.

Demonstracao. Sejam ABC e XY Z dois tridangulos tais que AX = XY,
AC = XZ e BC = YZ. Considere o semi-plano determinado pela semi-
reta Sap e oposto ao vértice C. Neste semi-plano, considere o dngulo com
vértice A, congruente ao angulo )/(\' tendo por lado Sap. No outro lado
deste angulo, COHSldere o ponto D tal que AD = XZ. Como AB = XY,
AD=XZe DAB = X segue do Axioma 14 que ABD = XY Z. Provemos
que ABD = ABC'. De fato, como

AD=XZ=AC e DB=YZ=BC,
os tridngulos AC'D e BC'D sao isoésceles. Assim,
ACD=ADC ¢ BCD=BDC

logo, ACB = ADB. Assim, pelo Axioma 14, tem-se ADB = ACB. Por-
tanto, pela equivaléncia da relacdo =, concluimos que ABC = XY Z. O

C Z

Figura 4.3: Caso LLL.

4.3 Exercicios

1. Um angulo raso é dividido por duas semi-retas em trés angulos adjacentes
congruentes. Prove que a bissetriz do dngulo do meio é perpendicular aos
lados do angulo raso.

2. Dois segmentos AB e C'D se interceptam em um ponto M, o qual é ponto
médio dos dois segmentos. Prove que AC = BD.

3. Em um tridngulo ABC, a altura do vértice A é perpendicular ao lado BC
e o divide em dois segmentos congruentes. Prove que AB = AC.
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4. Prove que os pontos médios de um tridngulo isésceles formam um trian-
gulo que também é isosceles.

5. Prove que um tridngulo equilatero também é equiangular, ou seja, os trés
angulos internos sao congruentes.

6. Na Figura 4.4, o ponto A é o ponto médio dos segmentos CB e DE.
Prove que os triangulos ABD e ACFE sao congruentes.

B

Figura 4.4

7. Na Figura 4.5, ABD e BCD sao triangulos isosceles com base BD. Prove
que ABC = ADC e que AC é bissetriz do angulo BC'D.

B D

C
Figura 4.5

8. A mediatriz de um segmento AB é a reta perpendicular a AB passando
pelo seu ponto médio. Prove que todo ponto pertencente & mediatriz de AB
¢é equidistante de A e B. Reciprocamente, prove que o conjunto dos pontos
que satisfaz a propriedade de serem equidistantes dos extremos A e B é a
mediatriz do segmento AB.

9. Prove que em qualquer tridngulo equilatero as trés medianas sdao congru-
entes.

10. Prove que todo tridngulo, no qual uma altura e uma bissetriz sao coin-
cidentes, é isosceles.
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Capitulo 5

O Teorema do Angulo Externo

Neste capitulo estudaremos varios resultados envolvendo propriedades de
tridngulos; nenhum axioma novo é introduzido aqui. O resultado central é
o teorema do angulo externo e a partir dele obteremos intimeras aplicagoes,
dentre elas a existéncia de retas paralelas e a desigualdade triangular.

5.1 O teorema do angulo externo

Dado um tridangulo ABC', é comum chamarmos os dngulos A\, BeC de
dangulos internos do tridngulo. Os suplementos destes angulos sao chamados
de dngulos externos do tridangulo. Por exemplo, na Figura 5.1, o angulogB\D
é um angulo externo do tridngulo ABC, adjacente ao dngulo interno C'BA.

C

A B D

Figura 5.1: Angulo externo CBD.

Teorema 5.1.1 (Angulo externo). A medida de um dngulo externo de qual-
quer tridngulo € maior que a medida de qualquer um dos dngulos internos
nao adjacentes a ele.

Demonstracdgo. Dado um tridngulo ABC, considere um ponto D sobre a
semi-reta Sap tal que B esteja entre A e D. Provaremos que CBD > A e
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CBD > C. De fato, sejam M o ponto médio do segmento BC e N o ponto
na semi-reta Saps tal que M esteja entre Ae N e AM = MN. Temos:

CM =BM, AM=MN e AMC = BMN.

Assim, pelo Axioma 14, os triangulos AMC e BMN sao congruentes e,
portanto, ¢ = MBN. Como MBD = MBN + NDB, concluimos que
CBD > C. De forma inteiramente analoga se prova que CBD > A. O

¢ N

A i) ‘D

Figura 5.2: Teorema do adngulo externo.

Corolario 5.1.2. A soma das medidas de quaisquer dois angulos internos
de um triangulo é menor que 180°.

Demonstragao. Dado um triangulo ABC', mostremos, por exemplo, que A+
B < 180°. De fato, seja ¢ a medida do angulo externo do triangulo ABC,
adjacente ao dngulo B. Pelo Teorema 5.1.1, temos A<o. Como 6 e B sio
suplementares, temos 6 + B = 180° logo, A +B<0+B= 180°, como
queriamos. ]

C

0
B

Figura 5.3: Corolario 5.1.2.

A

Corolario 5.1.3. Em todo tridngulo existem, pelo menos, dois angulos in-
ternos agudos.

Demonstra¢do. Se um triangulo possuir dois dngulos internos nao agudos, a
soma deles é maior ou igual a 180°, contradizendo o Corolario 5.1.2. O
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Corolario 5.1.4. Se duas retas distintas, r e s, sao perpendiculares a uma
terceira, entao elas nao se interceptam.

Demonstracao. Se r e s se interceptam, temos definido um tridngulo com
dois angulos retos, contradizendo o Corolario 5.1.3. O

O Corolario 5.1.4 motiva a seguinte
Definicao 5.1.5. Duas retas que nao se interceptam sao chamadas paralelas.

Corolario 5.1.6 (Caso LAA). Dois triangulos ABC e XY Z sao congruentes
se AB=XY B=Ye(C=7Z.

Demonstracao. Sejam ABC e XY Z dois tridngulos tais que
AB=XY, B=Y e C=2.

Na semi-reta Syz, considere o ponto W tal que BC = YW. Queremos

C Z
w

A B X Y
Figura 5.4
provar que os pontos W e Z sdo coincidentes. De fato, se W # Z, entao

W esta entre Z e Y ou Z estd entre W e Y. No primeiro caso, considere o

tridngulo XY W. Pelo Axioma 14 (caso LAL), os triangulos ABC e XYW

—

sdo congruentes e, em particular, tem-se XWY = C. No triangulo XZW
temos, em virtude do Corolario 5.1.2, que

7+ XWZ < 180°.
Por outro lado, como XWZéo suplemento de XWY e XWY = Z , obtemos
7+ XWZ = 180°,

0 que é uma contradigao. Portanto, W nao esta entre Y e Z. Analogamente
se prova que Z nao pode estar entre Y e W. Portanto, W deve coincidir
com Z e, assim, ABC = XY Z. O

Proposigao 5.1.7. Por um ponto nao pertencente a uma reta passa uma
Unica reta perpendicular a reta dada.
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Demonstracdo. Dados uma reta r e um ponto P ¢ r, considere um ponto
A € r. Se a reta AP ja é perpendicular a reta r, entdao a proposicao esta
provada. Caso contrario, seja B € r, com B # A, tal que PAB seja um
angulo agudo. No semi-plano determinado por 7, oposto ao ponto P, con-
sidere a semi-reta com origem A formando com S4p um angulo congruente
a PAB. Nesta semi-reta, conside o ponto P tal que AP = AP'. Por cons-
trugao, o tridngulo PAP’ ¢ isosceles logo, P =T7. Se O denota o ponto de
interse¢ao das retas r e PP’, concluimos, pelo Teorema 4.2.2 (caso ALA),
que os triangulos PAO e P'AO sao congruentes. Em particular, segue que
POA = P'OA. Como tais angulos sao suplementares, POA = 90°. Por-
tanto, a reta PP’ ¢ perpendicular a reta r. Quanto & unicidade, se existissem
duas retas distintas, passando por P, ambas perpendiculares & reta r, isso

contradiria o Corolério 5.1.4. U
P
A lo B i
p!

Figura 5.5: Proposicao 5.1.7.

Dados uma reta r e um ponto P ¢ r, a reta perpendicular a r passando
por P intercepta r em um ponto O, chamado o pé da perpendicular baixada
do ponto P aretar. Se A € r, com A # O, o segmento AP é chamado
obliquio em relagao a r; o segmento AO é chamado projecdo de AP sobre 7.

P

A @)
Figura 5.6

__ Dado um triangulo ABAC’ , dizemos que o angulo Aé oposto ao lado BC),
B é oposto ao lado AC e C é oposto ao lado AB.
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Proposigao 5.1.8. Se dois lados de um tridngulo nao sao congruentes entao
seus dngulos opostos nao sao congruentes e o maior angulo é oposto ao maior

lado.

Demonstragao. Seja ABC' um triangulo, com AB # AC. Queremos provar
que B #* C. Se B = C entdo o tridngulo ABC' é isbésceles com base BC e,
em particular, tem-se AB = AC, o que é uma, contradi¢ao. Para a segunda
parte, suponha que AB > AC, e provemos que C > B. De fato, seja D
o ponto na semi-reta Sap tal que AD = AC. Como AC < AB, o ponto
D pertence ao segmento AB e, assim, a semi-reta Scp divide o dngulo C.
Logo, o

C > ACD.
Por outro lado, como o tridngulo ACD é is6sceles, temos

ACD = ADC.

Ainda, como ADC & angulo externo do tridngulo C'BD, tem-se

ADC > B.
Portanto, C > E, como queriamos. ]
A
D
C B

Figura 5.7: Proposicao 5.1.8.

A Proposigao seguinte é a reciproca da Proposigao 5.1.8.

Proposigao 5.1.9. Se dois angulos de um tridngulo nao sao congruentes
entao os lados que se opoem a estes angulos tém medidas distintas e o maior
lado opoe-se ao maior angulo.

Demonstracao. Seja ABC um triangulo, com B #* C. Provemos que AB #
AC. De fato, se tivéssemos AB = AC, entdo o triangulo ABC seria is6sceles
com base BC; em particular, teriamos B = 6, 0 que é uma contradigao.
Para a segunda parte, suponha que B>Ce provemos que AC > AB. Pela
primeira parte, existem duas possibilidades: AC’ > AB ou AC < AB . Se
AC < AB , segue da Proposigao 5.1.8 que C > B 0 que é uma contradigao.
Portanto, devemos ter B > C como querfamos. ]
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Teorema 5.1.10. Em qualquer tridngulo, a soma dos comprimentos de dois
lados € maior que o comprimento do terceiro lado.

Demonstracao. Dado um triangulo ABC, provemos, por exemplo, que
AB + BC > AC. De fato, na semi-reta Scp, considere o ponto D tal que
CD = AB + 1 BC. _Como BD = BA, o triangulo ABD & isosceles, com base
AD. Logo, D = BAD. Como B estd entre C' e D, tem-se CAD > BAD
logo, no triangulo AC'D, tem-se CAD > ADC e, pela Proposigao 5.1.9,
concluimos que CD > AC, ou seja, BC + AB > AC. O

A

c 5 D

Figura 5.8: Teorema 5.1.10.

Teorema 5.1.11 (Desigualdade triangular). Para quaisquer trés pontos do
plano, A, B e C, tem-se AB + BC > AC e vale a igualdade se, e somente
se, B pertecente ao segmento AC.

Demonstracao. Se A, B e C nao sao colineares, eles determinam um tri-
angulo ABC, e o resultado segue do Teorema 5.1.10. Suponha, agora, que
AB + BC = AC. Se a, b, ¢ denotam as coordenadas de A, B e C, respecti-
vamente, a igualdade acima significa que

la=b[+[b—¢]=la—d,

ou seja, b esta entre a e ¢. Logo, pelo Teorema 3.1.3, B esta entre A e C.
Reciprocamente, se B esta entre A e C, a igualdade segue do Axioma 8. [

Observagao 5.1.12. Em linguagem mais moderna, o Axioma 7, juntamente
com o Teorema 5.1.11, afirmam que o plano estd munido de uma métrica, i.e.,
uma aplicagao d que a cada par (A, B) de pontos do plano, associa um tnico
nimero real d(A, B) que satisfaz as seguintes propriedades para quaisquer
pontos A, B, C:

1. d(A,B) > 0

2. d(A, B) =0 se, e somente se, A = B,
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3. d(A,B) =d(B,A),
4. d(A,C) <d(A,B)+d(B,C).
O Exemplo a seguir é uma aplicagao simples da desigualdade triangular.

Exemplo 5.1.13. Dados uma reta r e dois pontos A e B ndo pertencentes
a 7, determinemos um ponto P € r tal que AP + BP seja o menor possivel.
Para solucionar este problema, consideremos dois casos:

(i) A e B estao em semi-planos opostos em relagao a r. Neste caso, o ponto
P, intersecao das retas r e AB, é a solucao do problema. De fato, seja P’
outro ponto de r. Pela desigualdade triangular, tem-se AP’ + P'B > AB,
ocorrendo a igualdade se, e somente se, P’ coincide com P.

Figura 5.9: Exemplo 5.1.13, caso (i).

(ii) Se A e B estao em um mesmo semi-plano, seja O o ponto de interse¢ao
de r com sua perpendicular passando pelo ponto B. Na semi-reta oposta
a Som, seja B’ o ponto tal que OB = OB’. Para qualquer P’ € r, tem-se
P'B = P'B’, assim AP'+P'B = AP'+ P'B’. Portanto, o problema reduz-se
ao caso (i) e a solugdo é o ponto P obtido como interse¢ao de r com a reta
AB'.

A B
\_/‘O r
P
.lB/

Figura 5.10: Exemplo 5.1.13, caso (ii).
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5.2 Exercicios

1. Prove que, se um tridngulo tem dois dngulos externos congruentes, entao
ele € isosceles.

2. Um tridngulo que possui um angulo reto é chamado tridngulo retdngulo.
O lado oposto ao angulo reto chama-se hipotenusa, e os outros dois lados
sao chamados catetos. Prove que um triangulo retangulo tem dois angulos
externos obtusos.

3. Na Figura 5.11, o ponto P satisfaz BP = BC'. Prove que APB > BPC.

A

B C
Figura 5.11: Exercicio 3.

4. Se um tridngulo ABC é equilatero e D é um ponto entre B e C, prove
que AD > DB.

5. Prove que, qualquer tridangulo tem pelo menos um angulo externo obtuso.

6. Dado um triangulo ABC, marca-se um ponto D sobre o lado AB. Prove
que o comprimento de C D é menor que o comprimento de um dos lados AC
ou BC.

7. Sejam ABC' e XY Z dois tridngulos nao retangulos tais que AB = XV,
BC=YZeC =Z. Déum exemplo para provar que essas hipoteses nao
acarretam que os tridngulos devam ser congruentes.

8. Prove que, por um ponto nao pertencente a uma reta sempre passa uma
outra reta que nao intercepta a reta dada.

9. Prove que, se duas retas tém uma perpendicular em comum entao elas
nao se interceptam.

10. A soma dos comprimentos dos lados de um tridngulo é chamada de
perimetro do tridngulo, e a metade do perimetro é chamada semiperimetro.
Prove que o comprimento de qualquer lado de um tridngulo é menor do que
seu semiperimetro.
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11. Prove que o lugar geométrico dos pontos equidistantes das semi-retas
Soa e Sop € a bissetriz do angulo AOB.

12. Prove que, num tridngulo retangulo cujos angulos agudos medem 30° e
60°, o menor cateto mede metade do comprimento da hipotenusa e, recipro-
camente.

13. Prove que todo tridngulo retangulo tem dois &ngulos externos obtusos.

14. Prove que em qualquer tridngulo a soma dos comprimentos das medianas
estd compreendida entre o perimetro e o semiperimetro.

15. Se ABC é um tridngulo e P um ponto de seu interior, prove que a soma
das distancias de P aos trés vértices esta compreendida entre o perimetro e
o semiperimetro do triangulo.
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Parte 11

(Geometria Euclidiana Plana
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Capitulo 6

Axioma das Paralelas

A consisténcia da geometria apresentada por Hilbert estabeleceu o quinto
postulado de Euclides como um axioma, independente dos demais. Este
axioma caracteriza o que hoje chamamos de Geometria Euclidiana Plana.
Adotaremos aqui, como ja mencionado, o enunciado devido a Playfair. Nesta
forma equivalente, o axioma afirma a unicidade da reta passando por um
ponto e paralela a uma reta dada. Observe que, auxiliados pelos Teorema
3.2.7 e Proposigao 5.1.7, o Corolério 5.1.4 garante a existéncia de retas pa-
ralelas e, também, fornece um método de construi-las.

6.1 O axioma das paralelas

Axioma 15. Por um ponto ndo pertencente a uma reta r passa uma unica
reta paralela & reta r.

Uma consequéncia direta do Axioma 15 é que o paralelismo de retas
satisfaz a propriedade de transitividade, como mostra a Proposicao seguinte.

Proposicao 6.1.1. Considere trés retas, r, s e t, duas a duas nao coinci-
dentes. Se r é paralela a s e s é paralela a t, entao r é paralela a t.

Demonstracao. Se r e t nao sao paralelas, ela se interceptam em um ponto P.
Assim, temos duas retas passando por um mesmo ponto e ambas paralelas
a reta s, contradizendo o Axioma 15. ]

Proposicao 6.1.2. Se uma reta intercepta uma de duas retas paralelas,
entao ela intercepta também a outra.
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Demonstracao. Sejam r e s duas retas paralelas e ¢ uma reta que intercepta
r num ponto P. Se a reta t nao intercepta s, entdo t e s sao paralelas.
Temos, assim, duas retas, r e t, passando por P, e ambas paralelas a s,
contradizendo o Axioma 15. ]

Observe que a Proposicao 6.1.2 pode ser vista como um corolério direto
da Proposicao 6.1.1. De fato, sejam r e s retas paralelas e ¢ uma reta que
intercepta r. Se ¢ nao intercepta s, entdo t e s sdo paralelas. Assim, como r
é paralelas a s e s é paralela a t, segue da Proposicao 6.1.1 que r é paralela
a t, o que é uma contradigao.

Dados duas retas, r e s, interceptadas por uma transversal ¢, ﬁcam de-
terminados oito angulos, como mostra a Figura 6.1. Os pares Ae E Be F

H
t
Figura 6.1: Angulos correspondentes.

C e G, D e H sao chamados dngulos correspondentes.

Proposigao 6.1.3. Se r e s sdo retas interceptadas por uma transversal ¢,
de modo que um par de dngulos correspondentes sejam congruentes, entao
r e s sao retas paralelas.

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que 7 e s se interceptam em um ponto
P. Sejam A o ponto de intersecao de r com t, e B o ponto de intersecao de
s com t. Assim, os pontos A, B e P definem um tridngulo ABP. Suponha
que « e (3 seja o par de angulos correspondentes congruentes. No tridngulo
ABP (cf. Figura 6.2), f é¢ um angulo externo e a é um angulo interno nao
adjacente a 8. Pelo Teorema 5.1.1, temos 8 > «, contradizendo a hipotese
de termos a = 5. Portanto, r e s sao retas paralelas. O

O Axioma 15 garante que a reciproca da Proposicdao 6.1.3 também é
verdadeira.

Proposigcao 6.1.4. Duas retas paralelas interceptadas por uma reta trans-
versal determinam angulos correspondentes congruentes.
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Ao B
B

S

Figura 6.2: Proposicao 6.1.3.

Demonstracao. Sejam 1 e s duas retas paralelas e ¢ uma reta que intercepta
r e s nos pontos A e B, respectivamente. Considere uma reta r’ passando por
A formando com t quatro dngulos congruentes aos angulos correspondentes
formados por s e t. Pela Proposicao 6.1.3, r’ e s sao retas paralelas e, pelo

-

Figura 6.3

Axioma 15, r e r’ sao coincidentes. Portanto, a reta r forma com ¢ Angulos
congruentes aos correspondentes formados por s e t. O

O teorema seguinte é uma consequéncia importante do Axioma 15. Mais
do que isso, é possivel provar que ele é equivalente ao quinto postulado de
Euclides e, portanto, é equivalente ao Axioma 15.

Teorema 6.1.5. Em qualquer tridngulo, a soma das medidas do dngulos
nternos é 180°.

Demonstra¢do. Dado um triangulo ABC, considere a reta r que passa pelo
vértice C e paralela & reta determinada por A e B. O ponto C determina
sobre r duas semi-retas. Sejam X e Y dois pontos, um em cada uma destas

semi-retas. Temos: L
XCA+C+ BCY = 180°.
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Figura 6.4

Como a reta AC ¢ transversal as paralelas r e AB, segue da Proposicao 6.1.4
que XCA = A. Analogamente concluimos que BCY = . Portanto,

A+B+C=XCA+BCY +C =180°,
como queriamos. O

Corolario 6.1.6. Em qualquer tridngulo, a medida de um angulo externo é
igual & soma das medidas dos dngulos internos nao adjacentes a ele.

Demonstragio. Dado um triangulo ABC| seja « o angulo externo adjacente,
por exemplo, ao dngulo C. Queremos provar que a = A+ B. Do Teorema
6.1.5, temos

A+ B+ C = 180°.
Como a + C = 180°, segue que A+B=a. ]

Definicao 6.1.7. Dados uma reta r e um ponto P nao pertencente a 7, a
distdncia de P a r é o comprimento do segmento AP, onde A é o pé da
perpendicular de P a r.

Gostariamos agora de falar em distancia entre duas retas. Diremos que a
distdncia entre duas retas concorrentes é zero. Para o caso de retas paralelas,
consideremos inicialmente a seguinte

Proposigcao 6.1.8. Retas paralelas sao equidistantes, ou seja, se r e s sao
retas paralelas, entdo qualquer ponto de r dista igualmente de s.

Demonstracao. Sejam r e s duas retas paralelas. Dados dois pontos A, B € r,
considere as retas perpendiculares a r por estes pontos. Sejam A’, B’ € s
os pés destas perpendiculares (cf. Figura 6.5). Queremos provar que AA’ =
BB’. De fato, considere o segmento A’B. Temos:

mgm’ e JI{”\BEA/’BE’.

Assim, pelo Teorema 4.2.2, os triangulos A’AB ¢ BB'A’ sao congruentes.
Em particular, concluimos que AA’ = BB'. O
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A B’

Figura 6.5: Proposicao 6.1.8.

A partir da Proposigao 6.1.8, temos a seguinte

Definicao 6.1.9. A distdncia entre duas retas paralelas é a distancia de um
ponto qualquer de uma delas a outra.

6.2 Exercicios

1. Seja ABC um tridngulo isoésceles com base AB. Sejam M e N os pontos
médios dos lados AC e BC', respectivamente. Prove que o reflexo do ponto
C, em relacao a reta determinada por M e N, é exatamente o ponto médio
do segmento AB.

2. Determine a soma dos dngulos externos de um tridngulo.

3. Um triangulo tém dois &ngulos que medem 20° e 80°. Determine a medida
de todos os seus angulos externos.

4. Pode existir um triangulo ABC' em que a bissetriz do dngulo A e abissetriz
do angulo externo no vértice B sejam paralelas?

5. Determine os angulos de um tridngulo retangulo isbsceles.
6. Por que um tridngulo nao pode ter dois angulos externos agudos?

7. Na Figura 6.6, AB = BC, AD ¢ uma altura, AFE & uma bissetriz e
B = 80°. Determine o angulo DAFE.

8. Pode um angulo externo de um tridngulo ser menor do que o angulo
interno que lhe é adjacente?

9. Seja ABC' um tridngulo isésceles de base BC. Prove que a bissetriz do
seu dngulo externo no vértice A é paralela & sua base.

10. Seja ABC um tridngulo, P um ponto de AC' e Q um ponto de AB.
Além disso, sabe-se que BC' = BP = PQ = AQ. Supondo que o angulo C
mede 60°, determine a medida do angulo A.
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Figura 6.6

11. Prove que a bissetriz de um angulo externo, relativo ao vértice de um
tridngulo is6sceles, é paralela & base desse tridngulo.

12. Sejam ABC um triangulo isosceles e P um ponto qualquer da base BC.
Sejam PM e PN os segmentos perpendiculares as laterais desse tridngulo.
Prove que PM + PN é um valor constante, que é a medida da altura relativa
a uma das laterais.

13. Prove que se P é um ponto interior de um triangulo equilatero, entao a
soma das distancias de P aos lados do tridngulo é igual & altura do mesmo.

14. Prove a reciproca da Proposicao 6.1.8, ou seja, se r é uma reta cujos
pontos sao equidistantes de uma reta s, entao r e s sao retas coincidentes ou
paralelas.

15. Prove a equivaléncia entre o Axioma 15 e o Teorema 6.1.5.
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Capitulo 7

Poligonos

Neste Capitulo estudaremos alguns resultados béasicos sobre poligonos,
dando especial atencao aos poligonos convexos. Os resultados sao, em ge-
ral, consequéncias de resultados anteriores, principalmente daqueles sobre
congruéncia e paralelismo.

7.1 Introducao

Um poligono é uma figura geométrica formada por um niimero finito de
pontos A, As, ..., A, e pelos segmentos AjAs, AsAs, ... An_1A,, satisfa-
zendo as seguintes propriedades:

1. An = Al;

2. Os segmentos A;_1A;, chamados lados do poligono, interceptam-se so-
mente em suas extremidades;

3. Dois lados com mesma extremidade nao pertencem a uma mesma reta.

Os pontos Aq, As, ..., A, s@o os vértices do poligono. Uma diagonal de
um poligono é um segmento que tem por extremidades dois de seus vérti-
ces que nao pertencem a um mesmo lado. Por exemplo, na Figura 7.1, o
segmento C'E é uma diagonal do poligono.

Uma classificag@o para os poligonos pode ser realizada segundo o ntimero
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Figura 7.1: Poligono com diagonal C'E.

de lados. Listamos a seguir alguns poligonos conhecidos.

Ntmero de lados | Nome do poligono

3 triangulo

4 quadrilatero
) pentagono

6 hexagono

7 heptagono

8 octagono

9 eneagono
10 decigono

11 undecigono
12 dodecéigono
15 pentadecigono
20 icosagono

7.2 Poligonos regulares

Um poligono é chamado convezo se ele esta sempre contido em um dos
semi-planos determinados pelas retas que contém seus lados. Dois lados
consecutivos de um poligono determinam dois angulos onde, em virtude da
condigdo (3), um deles mede menos de dois retos e o outro mais que dois
retos. Um angulo de um poligono convexo, cuja medida é menor que dois
retos, chama-se dngulo interno do poligono.

Definigao 7.2.1. Um poligono regular é um poligono convexo no qual todos
os lados sao congruentes entre si e, também, todos os angulos internos sao

congruentes entre si.

Um quadrildtero € um poligono que possui quatro lados. Os vértices
nao consecutivos de um quadrilatero sao chamados opostos, assim como dois
angulos e dois lados ndo consecutivos sdo chamados opostos. Assim, as dia-
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Figura 7.2: Quadrilatero ABCD.

gonais de um quadrilatero sao segmentos cujas extremidades sao os vértices
opostos.

Proposigao 7.2.2. As diagonais de um quadrilatero convexo se interceptam
em um unico ponto.

Demonstracao. Dado um quadrilatero convexo ABCD, provemos que AC
e BD se interceptam em um ponto P. De fato, Consid/egas semi-retas
Sap, Sac e Sap. Afirmamos que S4¢ divide o dngulo BAD. Se isso nao
ocorre, entao Spp estd entre Spc e Sap, ou Syup estd entre Sap e Sac.
No primeiro caso, o segmento C'D intecepta Sap, ou seja, C e D estao
em semi-planos opostos determinados pela reta AB. Isso contradiz o fato
de que ABCD é convexo. Contradi¢ao anéloga obtemos se_supormos que
Sap esta entre Sap e Sac. Assim, Syc¢ divide o angulo BAD logo, BD
intercepta a semi-reta S4¢c. Porém, de forma inteiramente anédloga, se prova
que o segmento BD intercepta Sca. Isso implica que os segmentos AC e
BD interceptam-se em um ponto P. Se existissem dois pontos, P e P/,
pertencentes & intersecado de AC e BD, entao eles estariam sobre a mesma
reta, o que é uma contradicao. ]

Definicao 7.2.3. Um paralelogramo é um quadrilatero cujos lados opostos
sao paralelos.

D C

A B
Figura 7.3: Paralelogramo ABCD.
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Todo paralelogramo ABC'D é convexo. De fato, suponha, por exemplo,
que C e D estdo em semi-planos opostos em relagdo a reta AB. Assim, as
retas AB e C'D interceptam-se em, pelo menos, um ponto. Disso decorre, em
particular, que AB e C'D nao sao paralelos (a menos que estejam contidos
em uma mesma reta), o que é uma contradi¢ao.

Proposigao 7.2.4. Todo paralelogramo satisfaz as seguintes propriedades:
(a) lados e dngulos opostos sdo congruentes;
(b) o ponto de interse¢ao de suas diagonais é o ponto médio delas.

Demonstragao. (a) Dado um paralelogramo ABCD, considere a diagonal
AC. Como AB ¢ paralelo a DC, temos BAC = @, e como AD é pa-
ralelo a BC, temos CAD = ACB. Assim, os triangulos ABC e CAD sao
congruentes e, portanto, concluimos que B = ﬁ, AB=CD e AD = BC.
Disso também decorre que A=C.

(b) Seja P o ponto de interse¢ao das diagonais AC e BD. Do item (a),
temos:

AD=BC, ADB=CBD e CAD=ACB.

Assim, os triangulos APD e C'PB sdo congruentes e, portanto, AP = PC e
DP = PB. O

Proposigao 7.2.5. Um quadrilatero é um paralelogramo se:
(a) os lados ou angulos opostos sdo congruentes;
(b) dois lados opostos sdo congruentes e paralelos;
(c) as diagonais interceptam-se mutuamente em seus pontos médios.

Demonstragao. (a) Seja ABC'D um quadrilatero e suponha que AB = CD
e BC = AD. Considere a diagonal AC. Pelo Teorema 4.2.7, os triangulos

D C

A B
Figura 7.4: Quadrilatero ABCD.
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ABC e CAD sao congruentes logo,
BAC=ACD e CAD=ACB.

A primeira congruéncia garante que AB é paralelo a C'D, enquanto a segunda
congruéncia garante que AD e BC' sao paralelos. Portanto, ABCD é um
paralelogramo. Suponha agora que o quadrilatero ABCD tenha os angulos
opostos congruentes, ou seja, A = A=Ce E D. A fim de simplificar a
notagao, denotemos por o« = CAB 8= ACB 9 =ACD e v = CAD (cf.
Figura 7.5). Temos:

D C

o
A B

Figura 7.5: Quadrilatero ABCD.

D+~v+0=180°=B+a+ 8.
Isso implica que

04+~v=a+p. (7.1)

~

Por outro lado, temos A= C, ou seja, a + v = 0 4+ 5. Temos, assim, duas
equacoes:

a+p = 0+,
a+vy = 045

Simplificando, obtemos 6 +~v — 8 = 0 4+ § — «, ou seja, § = 7. Assim, de
(7.1), concluimos que a = 6. Isso implica que AB ¢ paralelo a CD e AD ¢
paralelo a BC, ou seja, ABCD é um paralelogramo.

(b) Suponha, por exemplo, que AB e C'D sejam congruentes e paralelos, e
considere a diagonal AC' (cf. Figura 7.4). Como AB e C'D sao paralelos,
tem-se que ACD = BAC. Assim, os triangulos ABC' e ACD sao congru-
entes. Segue, em particular, que ACB = CAD. Isso implica que AD e BC
sao paralelos.
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(¢) Suponha que as diagonais AC' e BD interceptam-se em seus pontos mé-

dios, M. Como CMD = A/]\/[\D, pois sao opostos pelo vértice, concluimos
que os tridngulos ABM e C DM sao congruentes. Segue, em particular, que

BAM =DCM e CDM = ABM.
Isso implica que AB é paralelo a CD e AD é paralelo a BC. O

Teorema 7.2.6. O segmento ligando os pontos médios de dois lados de um
tridngulo € paralelo ao terceiro lado e tem metade de seu comprimento.

Demonstra¢ao. Dado um triangulo ABC, sejam D o ponto médio do lado
AB e E o ponto médio do lado AC. Queremos provar que DFE é paralelo a
BC e que DE = %BiC’ Na semi-reta Sgp, seja F' o ponto tal que D esteja
entre F e Fe FD = DE. Temos:

AD=BD, ADE=BDF e FD=DE.

Assim, os triangulos ADE e BDE sao congruentes. Segue, em particular,
que DFB = AED e BF = CE. Isso implica que BF e EC' sao congruentes
e paralelos. Pela Proposigao 7.2.5, item (b), segue que BFEC é um parale-
logramo. Portanto, EF e BC sao paralelos e congruentes. Como D é ponto
médio de EF, tem-se que DFE = %?C, como queriamos. ]

A

=
=)
&

B C
Figura 7.6: Teorema 7.2.6.

7.3 Poligonos congruentes por cortes

Discutiremos agora o problema de saber se dois poligonos dados sao sem-
pre congruentes por cortes.

Definicao 7.3.1. Uma decomposi¢do poligonal de um poligono P é uma
colegéo finita de poligonos Py, Pa, ..., Pn, cuja unido é P, de modo que a
intersecao de dois tais poligonos ou é vazia, ou é um vértice comum ou um
lado comum a ambos.
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Definicao 7.3.2. Dois poligonos P e Q sao ditos congruentes por cortes se
existem decomposicoes poligonais Py, Pa, ..., Ppe Q1,Q2,...,9, de Pe Q,
respectivamente, tais que Py é congruente a O, para todo 1 < k < n.

Uma decomposicao poligonal para um poligono P serd denotada por
P =Pi+...4+Pyn, e quando P e Q forem congruentes por cortes, denotaremos
por P ~ Q. Fica a cargo do leitor provar que esta relagdo é, de fato, uma
relacdo de equivaléncia. Além disso, dois poligonos congruentes por cortes
tém sempre mesma Aarea.

Consideremos agora a reciproca do fato acima. Mais precisamente, dois
poligonos com mesma area sao sempre congruentes por cortes? Este pro-
blema foi proposto por Bolyai e Gerwien, em 1833. Apresentaremos aqui
sua demonstragao numa sequéncia de lemas.

Lema 7.3.3. Todo poligono admite uma decomposi¢ao poligonal formada
por tridngulos.

Demonstra¢ao. Dado um poligono P, fixe uma reta r que nao seja paralela
a nenhum dos lados de P. As retas paralelas a r, que passam através dos
vértices de P, decompdem o poligono em tridngulos e trapézios, e estes
podem agora ser decompostos em tridngulos; basta considerar uma diagonal
do trapézio. ]

Lema 7.3.4. Quaisquer dois tridngulos com mesmas base e altura sao con-
gruentes por cortes.

Demonstra¢do. Dado um tridngulo ABC, considere a altura h relativa ao
vértice A. Pelo ponto médio de h, trace uma paralela ao lado BC', intercep-
tando os lados AB e AC nos pontos M e N, respectivamente. Pelos vértices
BPM e CAN, como na Figura ?7?. Pelo caso ALA, temos:

BPM = AOM e CQN = AON.

Assim, o triangulo ABC e o retangulo BCQP, assim construido, sdo con-
gruentes por cortes. Finalmente, se dois tridngulos ABC e XY Z, possuem
mesmas base e altura, entao eles sao congruentes por cortes a um mesmo
retangulo, e o resultado segue pela transitividade. O

Lema 7.3.5. Quaisquer dois tridngulos com mesma area sao congruentes
por cortes.
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Demonstracdo. Em virtude do Lema 7.3.4, podemos supor que os tridngulos
dados, ABC e XY Z, sao retangulos em Be l/}, respectivamente. Além disso,
a menos de um movimento rigido do plano, suponha que B = Y, como na
Figura 77. Temos:

d(A, B) - d(B,C)
2

= Area(ABC) = Area(XY Z) = d(B,Z) éd(B’ X).

Disso decorre que
d(A,B) d(B,2)

d(B,X) d(B,C)’
logo os tridngulos ABZ e X BC' sao semelhantes. Em particular, tem-se XC

paralelo a AZ. Assim, os tridngulos C X A e C X Z tém mesmas base e altura,
logo tém mesma area. Portanto, usando o Lema 7.3.4, obtemos:

ABC ~ AXC+ XBC ~XCZ+ XBC ~ XY Z,
como queriamos. L]

Lema 7.3.6. Dados um retangulo R e um nimero b > 0, existe um retangulo
S, de base b e altura h, tais que R ~ S.

Demonstracdo. Considere o retangulo S, de base b e altura h = Area(R)/b.
As diagonais de R e S determinam tridngulos 17, 15 e Uy, Us, respecti-
vamente (cf. Figura ??). Como Area(R) = Area(9), tem-se Area(T}) =
Area(U;) e Area(Ty) = Area(Us). Assim, segue do Lema 7.3.5 que Ty ~ Uj
€ T2 ~ U2. LOgO,

R~Ti+ Ty ~Ui+Uy ~ S,

como queriamos. O

Lema 7.3.7. Se P é um poligono formado por dois retangulos Ry e Ra,
entdo existe um retangulo S tal que S ~ P.

Demonstracao. Pelo Lema 7.3.6, existe um retdngulo R3, com mesma base
de Ro, tal que R; ~ R3. Considere, entao, S = Ry + R3. Temos:

P~Ri+Ry~Ry+ R3g~ S,

e isso prova o lema. O

Observagao 7.3.8. Se P é um poligono constituido por n retangulos Ry, ..., R,,

podemos usar indugao para determinar, também neste caso, um retangulo

S tal que S ~ P.
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Teorema 7.3.9 (Bolyai-Gerwien). Quaisquer dois poligonos, com mesma
drea, sao congruentes por cortes.

Demonstracao. Sejam P e Q dois poligonos de mesma area. Note, inicial-
mente, que todo tridngulo 7' é congruente por cortes a um tridngulo retangulo
com altura igual a 2 e base igual a area de T, e este é congruente por cortes
a um retangulo com altura igual a 1 e base igual a area de T'. Denote este
retangulo por R,, onde x é a sua area. Assim, para o poligono P, temos:

P~ Ti+... 4T,
~ Rgrearr) T+ Bavea(ry)
~  Rirea(T))t..+Arca(T)
~  Rirea(p)-

Analogamente tem-se Q ~ R Area(Q)- Como R Area(P) © R Area(Q) sao congru-
entes por cortes (cf. Exercicio 17), concluimos que P ~ Q. O

7.4 Exercicios

1. Um retingulo é um quadrilatero que tem todos os seus angulos retos.
Prove que todo retangulo é um paralelogramo.

2. Prove que as diagonais de um retangulo sdo congruentes.

3. Um losango é um paralelogramo que tem todos os lados congruentes.
Prove que as diagonais de um losango interceptam-se em angulo reto e sao
bissetrizes dos seus angulos.

4. Um quadrado é um retangulo que também é um losango. Prove que se as
diagonais de um quadrilatero sdo congruentes e se interceptam em um ponto
que é ponto médio de ambas, entdo o quadrilatero é um retangulo. Além
disso, se as diagonais sao perpendiculares uma a outra, entao o quadrilatero
é um quadrado.

5. Um trapézio € um quadrilatero em que dois lados opostos sao paralelos.
Os lados paralelos de um trapézio sao chamados bases e os outros dois sao
chamados de laterais. Um trapézio é chamado isoésceles se suas lateriais sao
congruentes. Seja ABCD um trapézio em que AB é uma base. Se ele é
isosceles, prove que A=BeC=D.

6. Prove que as diagonais de um trapézio isosceles sao congruentes.
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7. Determine a soma dos angulos internos de um pentagono.

8. Na Figura 7.7, AB/_C’Qé um quadrado e BC'E é um tridngulo equilatero.
Determine o dngulo BDE.

A B
E
D C
Figura 7.7

9. Na Figura 7.8, ABCD é um wado e CDFE é um tridngulo equilétero.
Determine a medida do angulo AED.

A B

D C
Figura 7.8

10. Prove que num trapézio isésceles a mediatriz de uma de suas bases é
mediatriz da outra base, e reciprocamente.

11. Prove que o segmento que liga os pontos médios das laterais de um
trapézio é paralelo as bases e que seu comprimento é a média aritmética dos
comprimentos das bases.

12. Prove que ligando-se os pontos médios dos lados de um quadrilatero
qualquer obtém-se um paralelogramo.

13. A partir de cada vértice de um quadrado ABC D, cujos lados s&o percor-
ridos em um mesmo sentido, marcam-se pontos X, Y, Z, W tais que AX =
BY = CZ = DW. Prove que o quadrilatero XY ZW também é um qua-
drado.

14. Qual é a figura geométrica obtida quando ligamos os pontos médios dos
lados de um retangulo?
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15. Dado um paralelogramo ABCD, considere os triangulos equilateros
ABF e ADE construidos exteriormente ao paralelogramo. Prove que FCFE
também é equilatero.

16. Prove que dois paralelogramos com mesmas base e altura sao congruentes
por cortes.

17. Prove que dois retangulos com mesma area sao sempre congruentes por
cortes.
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Capitulo 8
Area

Neste capitulo discutiremos o conceito de area de regioes poligonais, que
seré feito mediante alguns axiomas, os quais permitirao introduzir as férmu-
las usuais para a area de tridngulos, retangulos e demais poligonos. Como
aplicacoes do conceito de area, veremos os famosos Teorema de Pitagoras e
o Teorema de Tales.

8.1 A unidade de medida

Nosso objetivo inicial é estabelecer um método de medir a regiao do plano
delimitada por uma figura geométrica F'. Isso sera feito pela comparagao da
figura F' com uma unidade de medida. O resultado dessa comparagao sera
um numero, que deverd exprimir quantas vezes a figura F' contém a unidade
de medida.

Lembremos que o quadrado é um quadrilatero que tem os quatro lados
congruentes e os quatro angulos internos retos. Uma regiGo quadrangular
é o conjunto dos pontos do plano formado por todos os segmentos cujas
extremidades estdo sobre os lados de um quadrado. O quadrado chama-se
a fronteira da regido quadrangular e o conjunto dos pontos de uma regiao
quadrangular que nao pertencem a sua fronteira é chamado de interior da
regiao.

Adotaremos como unidade de medida uma regiao quadrangular cujo lado
da fronteira mede uma unidade de comprimento. Esta regiao sera chamada
de regiao quadrangular unitdria ou, simplemente, de regidgo unitdria. Mais
precisamente, estabeleceremos o seguinte axioma.

Axioma 16. Qualquer regidao unitdria terd como medida o nimero real 1.
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Figura 8.1: Regiao quadrangular.

Este ntimero real (igual a 1), associado a cada regido unitaria, é chamado
de drea da regiao unitéria. Portanto, qualquer regiao unitaria tem area
igual a 1. Além disso, o namero real obtido da comparagdao de uma figura
geométrica F' com a regiao unitaria serd chamado a drea da figura F', e sera
denotado por Area(F).

Observagao 8.1.1. Na discussao acima, estamos admitindo que seja pos-
sivel realizar essa comparagao. Ou seja, estamos supondo que as figuras
geométricas nao sejam segmentos ou retas, por exemplo. Neste caso, nao faz
sentido falar em quantas vezes a figura F' contém a regido unitaria.

Seja @ uma regiao quadrangular cuja medida do lado do quadrado é um
numero inteiro n. A regido ) pode ser decomposta, através de retas paralelas
aos lados do quadrado, em n? regides unitarias justapostas. Assim, deve-se

ter Area(Q) = n2.

Figura 8.2: Regidao quadrangular Q.

Considere agora uma regiao quadrangular () cuja medida do lado do
quadrado é 1/n, onde n é um ntmero inteiro. Decompomos a regiao unitaria
em n? regides quadrangulares, todas congruentes a (. Entdo, como estas n?

regides compdem a regido unitéria, a area de () deve satisfazer a condicao
n? - Area(Q) =1
e, portanto, Area(Q) = 1/n?.

De forma mais geral, considere uma regiao quadrangular @) cuja medida
do lado do quadrado é um numero racional m/n. Decompomos cada lado do
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quadrado em m segmentos, cada um dos quais com medida 1/n. Tragando
paralelas ao lados do quadrado a partir dos pontos de divisao, obtemos uma
decomposicio de Q em m? regides quadrangulares, onde a medida do lado
do quadrado de cada uma delas é 1/n. Assim, a area de cada uma destas
regides ¢ 1/n?. Portanto, deve-se ter Area(Q) = m? - (1/n?) = m?/n?.

Analisemos agora o caso em que o lado do quadrado de uma regiao qua-
drangular tem por medida um nimero irracional.

Proposigao 8.1.2. Seja () uma regiao quadrangular cuja medida do lado
do quadrado é um ntumero irracional a. Entao, ainda neste caso, tem-se

Area(Q) = a®.

Demonstracao. Provaremos que a area de () nao pode ser um nimero b me-

nor nem um nimero ¢ maior do que a?. Assim, concluiremos que

Area(Q) = a®. Seja, entdo, b um ntmero real tal que b < a?. Seja r
um nimero racional tal que b < r? < a?. No interior da regido @Q, considere
uma regiao quadrangular @’, cuja medida do lado do quadrado é r. Como
r & racional, tem-se Area(Q’) = r2. Como Q' est4 contida no interior de Q,
devemos ter

Area(Q') < Area(Q),

ou seja, r2 < Area(Q). Portanto, como b < 72, segue que b < Area(Q).
Assim, todo nimero real b, menor que a2, é também menor que a area de Q.
Analogamente se prova que todo niimero real ¢, maior do que a?, é maior do
que a area de (). Portanto, a adrea de () ndo pode ser menor nem maior do
que a?. Por exclusdo, deve-se ter Area(Q) = a?. O

A Proposic¢ao 8.1.2, juntamente com a discussdo acima, pode entao ser
resumida na seguinte

Proposigao 8.1.3. A area de uma regiao quadrandular, cuja medida do

lado do quadrado é um ntmero real positivo a, é dada por Area(Q) = a’.

8.2 Area de regides poligonais

Nosso objetivo agora é calcular a area de algumas regioes poligonais.
Neste texto usaremos, frequentemente, expressoes do tipo a drea de um po-
ligono, quando queremos dizer a drea da regido poligonal cuja fronteira € o
dado poligono.
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Figura 8.3: Regiao triangular.

Analogamente ao quadrado, chamamos de regido triangular o conjunto
dos pontos do plano formado por todos os segmentos cujas extremidades
estao sobre os lados de um tridngulo.

Uma regidgo poligonal é a unido de um ndamero finito de regides trian-
gulares que, duas a duas, nao tém pontos interiores em comum. Dizemos
que um ponto é interior a uma regiao poligonal se existe alguma regiao tri-
angular contida na regido poligonal e contendo o ponto em seu interior. A
fronteira de uma regido poligonal é constituida pelos pontos da regidao que
nao pertencem ao seu interior.

Proposicao 8.2.1. A 4rea de um retangulo ABCD é o produto AB - AD.

Demonstracao. Lembremos que um retangulo é um quadrilatero que tem os
quatro angulos internos retos. A fim de simplificar a notagao, denotemos por
a=AD e b= AB. A partir do retangulo ABC D, construimos o quadrado
@, de lado a+b, o qual contém duas copias de ABC D e mais dois quadrados,
um de lado a e outro de lado b. Pela Proposicao 8.1.3, temos

b
Al b B
a

D¢

Figura 8.4: Area do retangulo ABCD.

Area(Q) = (a+b)* = a® + 2ab + b*.

Por outro lado, como os quadrados menores tém Aareas iguais a a® e b,
respectivamente, temos

Area(Q) = a* + b* 4+ 2 - Area(ABCD).
Portanto, tem-se Area(ABCD) =a-b= AB - AD. O
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Outra regiao poligonal simples é aquela delimitada por um paralelo-
gramo. Dado um paralelogramo ABC' D, um segmento ligando as retas que
contém os segmentos AB e C'D, e perpendicular a ambas, chama-se a altura
do paralelogramo ABC'D relativo ao lado AB.

Proposigao 8.2.2. A area de um paralelogramo ABCD ¢é o produto da
medida de um de seus lados pela medida da altura relativa a este lado.

Demonstrag¢io. Dado um paralelogramo ABC D, denotemos por b = AB e
por a a medida da altura de ABCD relativa ao lado AB. Construimos o
retangulo AFCFE, de lados b + ¢ e a, de modo que ABCD esteja contido
neste retangulo (cf. Figura 8.5). A area desse retangulo é dada por

E D C
a

b c
A B F

Figura 8.5: Area do paralelogramo ABCD.

Area(AFCE) = a(b+ c) = ab + ac.

Por outro lado, o retdngulo AFCE é formado pelo paralelogramo ABCD
mais dois tridngulos que, juntos, formam um retangulo de area ac. Portanto,

Area(ABCD) + ac = ab + ac,
donde Area(ABCD) = ab. O

Corolario 8.2.3. A area de um tridngulo é a metade do produto da medida
de qualquer um de seus lados pela altura relativa a este lado.

Demonstracao. Dado um triangulo ABC, pelo vértice C' trace uma paralela
a AB, e por B trace uma paralela a AC. Estas retas definem o poligono
ABDC, que é um paralelogramo, onde os tridngulo ACB e DBC sao con-
gruentes. Assim,

Area(ABC) = %Area(ABDC).

Como a altura relativa ao vértice C do triangulo ABC coincide com a al-
tura do paralelogramo ABDC relativo ao lado AB, o resultado segue da
Proposigao 8.2.2. O
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A B
Figura 8.6: Area do triangulo ABC.

Observagao 8.2.4. Dado um tridngulo ABC, considere a reta r paralela a
reta BC, passando pelo ponto A. Sejam A’ outro ponto de r, com A’ # A,
e D um ponto na semi-reta Sgc. Tem-se BD = r - BC, para algum ntimero
real 7 > 0. Considere a algura AF do triangulo ABC, relativa ao vértice A,
e a altura A'E’ do triangulo A’BD, relativa ao vértice A’ (cf. Figura 8.7).
Observe que, pela Proposicao 6.1.8, estas alturas sao congruentes, ou seja,
AE = A’E’. Pelo Corolario 8.2.3, temos:

Arca(ABC) = %B*c AE.
Por outro lado, temos
. lo—o —— 1 — —
Area(A'BD) = §BD -A'E" = 5" BC - AD,

logo
Area(A'BD) = r - Area(ABC).

A A’

B E C E! D
Figura 8.7

Finalizaremos esta secao calculando a &rea de um trapézio.

Proposicao 8.2.5. A area de um trapézio é metade do produto da medida
de sua altura pela soma das medidas de suas bases.
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Demonstra¢do. Dado um trapézio ABCD, cujas bases sao AB e CD, con-
sidere a diagonal AC. Considere também as alturas CE e AF dos tridngu-
los ACB e ACD, respectivamente. Como AB e CD sao paralelos, tem-se
CE = AF. Assim,

Area(ABCD) = Area(ACB) + Area(ADC)
AB-CE N DC - AF

2 2
11— _
= iCE(AB +CD),
como queriamos provar. ]
F D C
A 5 B

Figura 8.8: Area do trapézio ABCD.

8.3 Definicao geral de area

Até agora obtemos uma férmula para o célculo da area de algumas regioes
poligonais. Entretanto, ndao demos ainda uma defini¢do geral para a area de
uma figura geométrica arbitraria F'.

A area de uma figura geométrica F', que estamos denotando por Area(F),
ficara bem determinada se conhecermos seus valores aproximados, por falta
ou por excesso. Os valores de Area(F) aproximados por falta sdo, por defini-
cdo, as areas das regides poligonais P contidas em F. Os valores de Area(F)
aproximados por excesso sao as areas das regioes poligonais @@ que contém F'.
Assim, quaisquer que sejam as regides poligonais P e (, o niimero Area(F)
satisfaz

Area(P) < Area(F) < Area(Q).

Por simplicidade, ao invés de considerarmos regioes poligonais quaisquer,
limitaremos nossa atengao as regides poligonais retangulares, que consistem
de uma unido de varias regides retangulares justapostas. A area de uma
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regiao poligonal retangular ou, abreviadamente, de um poligono retangular,
é a soma das areas dos retangulos que o compoem.

Para maior simplicidade ainda, limitaremos nossa atengao a poligonos
retangulares contidos na figura F', cuja area desejamos calcular. Definimos,
entdo, a drea da figura F' como o numero real positivo cujas aproximagoes
por falta sao as areas dos poligonos retangulares contidos em F'. Isso significa
que, para todo poligono retangular P, contido em F', tem-se

Area(P) < Area(F).

Além disso, dado qualquer namero b < Area(F ), existe um poligono retan-
gular P, contido em F', tal que

b < Area(P) < Area(F).

T

L

Figura 8.9: Poligono retangular P contido na figura F.

Observe que poderfamos ter definido a area de F' como o niimero real po-

sitivo cujas aproximagoes por excesso sao as areas dos poligonos retangulares
que contém F'.

8.4 Aplicacoes

Nesta se¢ao obteremos o Teorema de Tales, a respeito de retas paralelas,
e o famoso Teorema de Pitadgoras acerca de tridngulos retangulos.

Teorema 8.4.1 (Tales). Dado um triangulo ABC, considere uma reta pa-
ralela ao lado BC, interceptando os lados AB e AC nos pontos B’ e C’,
respectivamente. FEntao,

AB"  AC
A8 AC (8:1)
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Demonstragao. Como B'C’ é paralelo a BC, segue da Observacao 8.2.4 que
Area(BB'C") = Area(CB'C"). (8.2)

Além disso, os triangulos C’AB e B’ AC tém, em comum, o tridangulo AB'C".
Assim, em virtude de (8.2),tem-se

A

E
D

B} C’

B C
Figura 8.10: Teorema de Tales.

Area(C'AB) = Area(B'AC). (8.3)

Por outro lado, os triangulos C'AB e C'AB’ tém mesma altura C’D relativa
ao vértice C’. Assim, pelo Corolario 8.2.3, obtemos:

Area(C'AB) = é@ C'D e Area(C’AB') = %AB’ -C'D. (8.4)

Analogamente, os triangulos B’AC e B’AC’ tém mesma altura B’'FE relativa
ao vértice B’. Logo,

Area(B'AC) = %@ B'E e Area(B'AC') = %AC’ -B'E. (8.5)
Portanto, de (8.3), (8.4) e (8.5), obtemos:

AB’'  Area(C’AB')  Area(C’AB')  AC’
AB  Area(C’AB)  Area(B'AC)  AC’

provando a relagao (8.1). O
O Teorema de Tales pode ser enunciado de uma forma mais geral.
Teorema 8.4.2 (Tales). Trés retas paralelas, interceptadas por duas retas

transversais, determinam segmentos proporcionais.
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Demonstracao. Considere trés retas paralelas, r, s e t, que interceptam duas
retas, m e n, nos pontos A, B, C e A’, B', C', respectivamente (cf. Figura

8.11). Queremos provar que
AB A'B
ac - AC (56)

Pelo ponto A, considere a reta n/, paralela a reta n, interceptando as retas
s e t nos pontos D e E, respectivamente. Pelo Teorema 8.4.1, tem-se

5 _ D .
AC AE '
Agora, como ADB'A’ e DEC'B’ sao paralelogramos, segue que
AD=AB e DE=BC. (8.8)
Portanto, de (8.7) e (8.8), obtemos a relagao (8.6). O
fl, m n
Al Al

Figura 8.11: Teorema de Tales.

Teorema 8.4.3 (Pitagoras). Em qualquer tridngulo retdngulo, o quadrado
da medida da hipotenusa € igual a soma dos quadrados das medidas dos
catetos.

Demonstracao. Seja ABC' um triangulo retangulo, cujo angulo reto é C. A
fim de simplificar a notacdo, escrevamos a = BC, b = AC e ¢ = AB. Na
semi-reta Scp, considere o ponto D tal que B esteja entre C e D e BD = b.
Considere agora a reta perpendicular a reta BC', passando por D. Sobre esta
reta, considere o ponto F, situado no mesmo semi-plano que A em relagao
areta BC, e tal que DE = a. Obtemos, assim, o triangulo retangulo BED.
Observe que, pelo caso LAL, os tridngulos ABC e BED sio congruentes.
De forma inteiramente analoga, construimos os triangulos retangulos EGF
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e GAH, ambos congruentes ao tridngulo ABC, como mostra a Figura 8.12.
Por construcao, os quadrilateros CDFH e ABEG sao quadrados. Temos:

Area(CDFH) = Area(ABEG) + 4 - Area(ABC). (8.9)
Pela Proposicao 8.2.2 e pelo Corolério 8.2.3, a igualdade (8.9) torna-se:
(a+b)2:c2+4-%'a-b. (8.10)
Elevando ao quadrado e simplificando os termos, a relagao (8.10) torna-se
a2 +b? =2,

como queriamos. O

b
C a
C
B
G
a C
¢ b

cC b» o, o H

Figura 8.12: Teorema de Pitagoras.

A reciproca do Teorema de Pitagoras também é verdadeira.
Teorema 8.4.4. Se num tridngulo ABC wvale a relag¢do
BC* = 4B’ + AC”,
entao o tridngulo € retdngulo e sua hipotenusa € o lado BC.

Demonstracao. A partir do tridngulo ABC, construimos um triangulo retan-
gulo XY Z, cuja hipotenusa é o lado ZY e os catetos XY e X Z satisfazem
XY = AB e XZ = AC. Pelo Teorema de Pitagoras, a hipotenusa Y Z mede

YZ =\ AB® + AC".

Portanto, o tridngulo XY Z tem lados medindo AB, AC e BC logo, pelo
Teorema 4.2.7, os tridngulos XY Z e ABC' sao congruentes. Isso implica que
ABC é retangulo e sua hipotenusa é o lado BC'. O

60



A B X Y

Figura 8.13: Reciproca do Teorema de Pitagoras.

8.5 Exercicios

1. Dois hexagonos regulares tém lados medindo 2cm e 3em. Qual é a relagao
entre as suas areas?

2. Dado um quadrado ABC D, de lado a, sejam O o ponto de intersecao das
diagonais AC' e BD. Se P e A denotam os pontos médios dos segmentos AO
e BO, respectivamente, calcule a area do quadrilatero ABQP.

3. Prove que os pontos médios de um quadrilatero convexo qualquer sao
vértices de um paralelogramo cuja érea é a metade da area do quadrilatero

dado.

4. Na Figura 8.14, ABC' D é um quadrado e M NC é um triangulo equilétero.
Determine a area deste triangulo.

D C
M
A N B

Figura 8.14: Triangulo equilatero M NC.

5. Prove que a area de um losango é igual & metade da medida do produto
das diagonais.

6. Prove que as trés medianas de um tridngulo o decompoem em seis trian-
gulos de mesma &rea.

7. Usando a Figura 8.15, dé uma nova prova para o Teorema de Pitagoras.

8. Usando a Figura 8.16, dé uma nova prova para o Teorema de Pit4goras.
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b
Figura 8.15: Teorema de Pitagoras.

Figura 8.16: Teorema de Pitagoras, provado por Bhaskara.

Figura 8.17: Teorema de Pitagoras.

9. Usando a Figura 8.17, dé uma nova prova para o Teorema de Pitégoras.

10. Prove que a area A de um tridngulo de semiperimetro p e lados de
medida a, b, ¢ é dada por

A=+/plp—a)p—b)(p—o).

Esta ¢ chamada a formula de Heron para a area de um tridngulo (cf. [7]).
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Capitulo 9

Semelhanca

Neste capitulo discutiremos, de forma simples, o conceito geral de se-
melhanca, permitindo que se desenvolva toda a teoria de forma elementar.
Obteremos, em particular, a teoria de semelhanga de tridangulos. Além disso,
apresentaremos uma nova demonstragao dos teoremas de Tales e Pitagoras,
agora sob o ponto de vista de semelhanca.

9.1 A definigcao de semelhancga

Sejam F' e F’ duas figuras geométricas e r um ntimero real positivo.

Definicao 9.1.1. Dizemos que F e I’ sao semelhantes, com razao de seme-
lhanga r, se existe uma bijecao ¢ : F — F’, entre os pontos de F e os pontos
de F’, satisfazendo

p(X)p(Y) =71 XY,
para quaisquer pontos X, Y pertencentes a figura F.

A bije¢ao ¢ : F — F’ chama-se uma semelhanga de razdo r entre as
figuras geométricas F' e F’. A fim de simplificar a notacao, denotaremos por
X' '=p(X)eY' =p(Y) as imagens dos pontos X e Y pela bijecao .

Observagao 9.1.2. Toda figura geométrica F' é semelhante a si prépria, pois
a aplicagao identidade ¢ : F' — F' é uma semelhanca de razao 1. Além disso,
se F' é semelhante a I’ entao I’ é semelhante a F pois, se ¢ : F' — F’ é uma
semelhanca de razdo r, entdo a inversa ¢! : I — F é uma semelhanca de
razao 1/r. Finalmente, se F' é semelhante a F' e F’ é semelhante a F”| entao
F & semelhante a F”. De fato, se o : F — F' e 1) : F' — F” sao semelhancas
de razoes r e 7', respectivamente, entao a composta o : F — F" ¢
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Figura 9.1: Semelhanca de razao 7.

uma semelhanca de razao r - r/. Isso mostra que a semelhanca de figuras
geométricas é uma relagao de equivaléncia.

Definicao 9.1.3. Uma semelhanca de razao 1 é chamada de isometria.
Neste caso, quando existe uma isometria entre as figuras F' e F’, dizemos
que estas sao congruentes.

Exemplo 9.1.4. Se dois segmentos AB e CD satisfazem CD = r - AB,
para algum ntmero real r > 0, definimos uma semelhanga ¢ : AB — CD,
de razao r, fazendo corresponder a cada ponto X do segmento AB o ponto
X’ de CD tal que

CX =r-AX.

A fim de provar que ¢ é de fato uma semelhanga, sejam X, Y € AB. Se X
est4 entre A e Y entao, pela definicao de ¢, o ponto X’ esta entre C' e Y.
Assim,

XV = OV —-OX' —r- AY — 1. AX
r(AY — AX) = r- XV.

Analogamente se Y esta entre A e X, Portanto, os segmentos AB e C'D séo
semelhantes.

B D

Figura 9.2: Semelhanca de segmentos.
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Exemplo 9.1.5. Duas semi-retas Sap e Sop sao figuras semelhantes. De
fato, dado qualquer nimero real r > 0, definimos uma semelhancga
@ : Sap — Scp, de razao r, fazendo corresponder a cada ponto X em
Sap o ponto X' = p(X) em Scp tal que

CX' =r-AX.

A prova de que ¢ é uma semelhanca se faz como no Exemplo 9.1.4. De forma
analoga se prova que duas retas quaisquer sao semelhantes.

Veremos a seguir algumas propriedades das semelhangas.

Lema 9.1.6. Toda semelhanca transforma pontos colineares em pontos co-
lineares.

Demonstracio. Sejam ¢ : F' — F’ uma semelhanca de razao r e trés pontos
A, B, C em F tais que C pertence ao segmento AB. Provemos que C’
pertence ao segmento A’B’. De fato, como AB = AC + @, temos:

A'C"+C'B" = rAC+rCB=r(AC+ CB)
= rAB=A'D,
provando que C’ pertence ao segmento A’'B’. O

A proposigao seguinte fard uso do conceito do circulo. A fim de defini-
lo, considere um ponto O do plano e a um niimero real positivo. O circulo
de centro O e raio a é o conjunto de todos os pontos P do plano tais que
OP < a. No Capitulo 10, ao tratarmos da circunferéncia, voltaremos a falar
do circulo com mais detalhes.

Proposigao 9.1.7. Toda semelhanga ¢ : F' — F’ de razao r transforma:
(a) Todo segmento contido em F' num segmento contido em F”.
(b) Um circulo de raio a contido em F' num circulo de raio 7 - a em F’.
(c) Pontos interiores a F' em pontos interiores a F”.
(d) Pontos da fronteira de F' em pontos da fronteira de F”.

)

(e) Vértices de F' em vértices de F (se F' e F’ forem poligonos).

65



Demonstragao. (a) Dados um segmento AB contido em F e um ponto
C € AB, o ponto C’ pertence ao segmento A’B’ em virtude do Lema
9.1.6. Reciprocamente, dado um ponto C’' em A'B’| tem-se C' = p(C),
onde C' = ¢~ 1(C"). Como ¢~! ¢ uma semelhanca, segue do Lema 9.1.6 que
o ponto C pertence ao segmento AB. Portanto, ¢ estabelece uma corres-
pondéncia biunivoca entre os pontos dos segmentos AB ¢ A'B’.

(b) Um circulo de centro O e raio a, contido em F, é a uniao de todos os
segmentos OX tais que OX = a. Sua imagem por ¢ é a unido dos segmentos
O'X' tais que O'X’ = r - OX, ou seja, é o circulo de centro O’ e raio r - a.
(c) Dizemos que um ponto X esté no interior de uma figura F' se é centro de
algum circulo inteiramente contido em F. Sua imagem X' é, pelo item (b),
o centro de um circulo de raio r - a, contido em F’. Portanto, X’ ¢ ponto
interior de F’.

(d) Dizemos que um ponto X pertence a fronteira de uma figura F' se X € F
mas nao é interior a F. Neste caso, o ponto X’ deve pertencer a fronteira
de F’ pois, se X' estivesse no interior de F’ entdao, em virtude do item (c),
X = ¢ }¢(X)) também estaria no interior de F'.

(e) Suponha que F' e F’ sejam poligonos e que X seja um vértice de F'. Em
particular, X esta na fronteira de F e, pelo item (d), sua imagem X’ esta na
fronteira de F’. Se X’ nao fosse vértice, X’ pertenceria a um lado A’B’ de
F’, sendo diferente de A’ e B’. Mas isso implicaria que X pertence ao lado
AB de F,com X # A e X # B, logo X nao seria vértice de F. O

9.2 Homotetias

Fixemos um ponto arbitrario O do plano e seja r um ntmero real positivo.

Definicao 9.2.1. Uma homotetia de centro O e razao r é a aplicagao do
plano ¢ tal que p(O) = O e, para todo X # O, X’ = p(X) é o ponto da
semi-reta Spx tal que OX' =r-0X.

Uma homotetia de razao 1 é simplesmente a aplicacao identidade. Uma
homotetia de centro O transforma toda reta que passa por O em si mesma.
Além disso, toda homotetia é uma correspondéncia biunivoca, cuja inversa
¢é a homotetia de mesmo centro e razao 1/r.

Teorema 9.2.2. Toda homotetia € uma semelhanca que transforma qualquer
reta em si propria ou numa reta paralela.

Demonstracao. Seja ¢ uma homotetia de centro O e razao r. Note que o
caso r = 1 é trivial, pois ¢ é a identidade. Supondo entao r # 1, considere
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dois pontos quaisquer X, Y. Se X, Y e O sao colineares entao, da Defini¢cao
9.2.1, tem-se X'Y’ = r - XY. Suponha entao que X, Y e O nao sejam
colineares. Da hipotese

OX'=r-0X e OY' =r-0Y,
e da Observagao 8.2.4 concluimos (cf. Figura 9.3) que
Area(OXY') =7 - Area(OXY) e Area(OYX')=r - Area(OXY),
logo
Area(OXY') = Area(OY X'). (9.1)

Subtraindo de ambos os membros de (9.1) a area do triAngulo comum OXY,
resulta

Area(XY X') = Area(XYY').

Como estes dois tridngulos tém a mesma base XY, da igualdade de suas
areas segue-se que suas alturas sao congruentes. Logo, pelo Exercicio 6.14,
XY é paralelo a X'Y’. Provemos que X'Y’ = r- XY. De fato, usando
novamente a Observacao 8.2.4, temos:

Area(YOX) + Area(YXX') =7 - Area(YOX) (9.2)

Area(YOX) + Area(Y X X') + Area(X'YY') = rArea(OY X')

= r (Area(YOX) + Area(Y X X')) . (9:3)

Subtraindo (9.2) de (9.3), obtemos
Area(X'YY') = r - Area(Y X X').

Como XY e XY’ sao paralelos, os triangulos X'YY’ e Y X X’ tém a mesma
altura. Assim, a razao

. Area(X'YY")
Area(Y X X')
é igual a razao entre suas bases, ou seja,
Xy’
W =T,

como querfamos provar. d
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Y
Y/

Figura 9.3

Usando o Teorema 9.2.2, podemos obter novamente o Teorema de Tales,
agora sob o ponto de vista de semelhanca.

Corolario 9.2.3 (Tales). Toda reta paralela a um dos lados de um triangulo,
que intercepta os outros dois lados, determina um novo tridngulo semelhante
ao primeiro.

Demonstracao. Dado um triangulo ABC, considere uma reta paralela ao
lado BC, interceptando os lados AB e AC nos pontos D e E, respectiva-
mente. Afirmamos que os tridngulos ABC e ADFE sao semelhantes. De
fato, considere a homotetia ¢ de centro A e razao r = ﬁ:g. Observe que ¢
transforma D em B e E num ponto C’ sobre a semi-reta Syc. A imagem de
DE por ¢ ¢ o segmento BC’, paralelo a DE. Assim, C’ pertence as retas
BC e AC, isto é, C' = C. Portanto, p(A) = A, p(D) = B e ¢(E) =C, ou

seja, € uma semelhanca entre os tridngulos ADE e ABC. Em particular,

obtemos -
AD _AE
AB AC’
como queriamos. O
A
D E
B C

Figura 9.4: Teorema de Tales.
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A reciproca do Corolario 9.2.3 também é verdadeira.

Proposigao 9.2.4. Num triangulo ABC, considere um ponto D sobre o
AB _ AC

4D = ap- Entao, DE ¢é paralelo

lado AB e um ponto E sobre AC' tais que
a BC.

Demonstracao. Considere a homotetia ¢ de centro A e razao

AB AC

Ve

AD AFE
Como B = ¢(D) e C = ¢(F), segue do Teorema 9.2.2 que DE e BC sdo
paralelos. n

9.3 Semelhanca de triangulos

Na literatura a semelhanga de tridngulos é definida de modo que dois
tridngulos sao semelhantes se existe uma bijecdo entre seus vértices de modo
que angulos correspondentes sao congruentes e lados correspondentes sao
proporcionais. Provaremos agora que a definicao de semelhanca, dada na
Secao 9.1, quando aplicada a tridngulos, reduz-se a defini¢do tradicional.

Teorema 9.3.1. Dois tridngulos semelhantes tém dngulos correspondentes
congruentes e lados correspondentes proporcionais. Reciprocamente, se dois
tridngulos tém dngulos correspondentes congruentes ou lados correspondentes
proporcionais, eles sao semelhantes.

Demonstragao. Seja ¢ : ABC — A’B’C’ uma semelhanga de razao r entre
os tridngulos ABC e A'B'C’, com A" = p(A), B' = p(B) e C" = ¢(C).
Entao, pela definicao de semelhanca, temos:

A/Bl A/C/ B/Cl
A8 4AC _ BC "

ou seja, os tridngulos tém os lados correspondentes proporcionais. A fim de
provar que os angulos correspondentes sdo congruentes, considere a homo-
tetia ¢ de centro A e razao r; ¢ transforma o tridngulo ABC no tridngulo
parcial AB”C"”, com B"C" paralelo a BC. Assim,

B"=B e C"=C.

No entanto, como

AB" = AB = 4B,
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AC" = AC"=r- AC

B"C" = B'C' =r - BC,
os triangulos AB”"C"” e A’B’C’ sao congruentes, portanto
A=A, B=B e C=C
Reciprocamente, sejam ABC e A’B’C’ dois triangulos tais que

C C’
lol))

A B! B A’ B’
Figura 9.5

—

A\EA/, B=B e C=C.

Nas retas AB e AC, considere os pontos B" e C, respectivamente, tais que
AB" = A'B' ¢ AC" = A'C’. Como A = A’ os triangulos AB"C" e A'B'C’
sao congruentes. Isso implica que B = B’ donde B = B”. Portanto, as
retas B”C" e BC sao paralelas e, pelo Corolario 9.2.3, os triangulos AB"C"”
e ABC sao semelhantes. Como AB”C” e A’B'C’ sao congruentes segue,
pela transitividade, que ABC e A’B’C’ sao semelhantes. Sejam agora dois
triangulos ABC' e A’B'C’ tais que

AP =r-AB, AC =r-AC e BT =r-BC,

para algum ntimero real » > 0. A homotetia de centro A e razao r transforma
o triangulo ABC no triangulo AB”C" cujos lados medem

AB" =r-AB, AC"=r AC e B'0" =r.BC.

Os triangulos AB"C" e A’B’'C" sao congruentes pois tém os lados corres-
pondentes congruentes. Como AB”C” ¢ semelhantes a ABC, pela transiti-
vidade, segue-se que ABC e A’B’C’ sao semelhantes. O

Veremos a seguir condigoes suficientes para que dois tridngulos sejam
semelhantes.
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Corolario 9.3.2. Dois tridngulos sao semelhantes se dois angulos corres-
pondentes sdo congruentes.

Demonstracao. Sejam ABC e XY Z dois tridngulos, com A=XeB=Y.
Do Teorema 6.1.5, temos

A+B+C=180°=X+Y +Z
logo, C= 2, e o resultado segue do Teorema 9.3.1. 0

Teorema 9.3.3. Dois triangulos ABC e XY Z sdo semelhantes se A=X
o AB _ AC

Xy Xz’
Demonstracao. A partir dos tridngulos dados, construimos um tridngulo
HI1J tal que

HI = XY, H=A e I=B.

Pelo Corolario 9.3.2, os triangulos ABC' e X1J sao semelhantes, assim

AB AC
HI HJ
_ . AB _ AC . . ..
Como HI = XY, a hipotese 5 T %z ¢a igualdade acima implicam

que HJ = XZ. Como XY = HI e X = f—]’, pelo Axioma 14, segue que os
triangulos XY Z e HIJ sao conguentes. Como ABC' e HIJ sao semelhantes,

segue por transitividade que ABC e XY Z sao semelhantes. O
¢ 7 J
A B x y H I
Figura 9.6

A proposicdo seguinte fornece uma relagao interessante entre as medidas
dos lados de um tridngulo retangulo.

Proposigao 9.3.4. Em qualquer tridngulo retangulo, a altura relativa ao
vértice do angulo reto é média geométrica entre as projegoes dos catetos
sobre a hipotenusa.
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Demonstracao. Dado um tridngulo retangulo ABC, com angulo reto no vér-
tice A, trace a altura AD relativa ao lado BC' (cf. Figura 9.7). Provemos
que

AD* =BD - DC.
Como AD ¢ perpendicular a BC, os triangulos ADC' e AD B sao retangulos.
Como B+ BAD =90°e B+ C = 90°, temos:

C = BAD.

Assim, pelo Coroléario 9.3.2, os tridngulos ADC e BDA sao semelhantes.
Desta semelhanca, decorre que

AD CD
BD AD’
ou seja,
AD’ = BD - DC,
como queriamos. ]
A
B D C

Figura 9.7: Triangulo retangulo ABC.

Corolario 9.3.5 (Teorema de Pitagoras). Em qualquer tridngulo retangulo,
o quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das
medidas dos catetos.

Demonstra¢ao. Dado um tridngulo retangulo ABC', com dngulo reto no vér-
tice A, trace a altura AD do vértice A ao lado BC. Pela Proposicao 9.3.4,
os tridngulos ABC', ADC e BD A sao semelhantes. Da semelhanca de ADC
e BAC, temos:

op_ac
AC  BC’
e da semelhanga entre BDA e BAC, temos:
BD B
AB BC’
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Assim,
AC*=BC-CD e AB*=BC-BD.
Portanto,

AB’ + AC° = BC(BD + CD) = BC”,

como querfamos provar. d

9.4 Exercicios

1. Se ¢ : FF — F' e ¢ : F/ — F” sao semelhancas de razoes r e r”,
respectivamente, prove que a composta ¢’ o ¢ : F — F” é uma semelhanga
de razdo 7', e a inversa ¢! : F” — F ¢ uma semelhanca de razao 1/r.

2. Seja r uma reta do plano. A reflexdo em torno de r é a aplicagao ¢ que

associa a cada ponto X do plano o ponto X’ tal que r é a mediatriz do
segmento X X’. Prove que toda reflexao é uma isometria.

3. A simetria em torno de um ponto O ¢é a aplicagao ¢ que faz corresponder
a cada ponto X o ponto p(X) = X’ tal que O é o ponto médio do segmento
X X'. Prove que toda simetria em torno de um ponto é uma isometria.

4. Prove que dois tridngulos equilateros sao sempre semelhantes.

5. Se dois tridngulos isosceles tém os angulos opostos & base congruentes
entre si, prove que os tridngulos sao semelhantes.

6. Dado um triangulo ABC, considere o tridngulo XY Z formado pelos pon-
tos médios dos lados de ABC. Qual é a relagdo entre os perimetros dos
tridngulos?

7. Prove que alturas correspondentes em tridngulos semelhantes estao na
mesma razao que os lados correspondentes.

8. Prove que se em um tridngulo retangulo o menor cateto mede metade da
medida da hipotenusa, entao seus angulos agudos sao de 30° e 60°.

9. Dado um tridngulo retangulo ABC, sendo Co angulo reto, trace a altura
a partir do vértice C. Se a e b sdo as medidas dos catetos e h é a medida da

altura, prove que

11 1

h? a2 b
10. Sejam p e g inteiros positivos, com p > q. Prove que todo tridngulo
cujos lados medem p? — ¢2, 2pq e p? + ¢2, é um triangulo retangulo.
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11. Prove que em todo tridngulo ABC, a medida h, da altura relativa ao
vértice A é dada por

ha = %\/p(p— a)(p—b)(p —c),

onde a = BC, b= AC, c = AB e p é o semi-perimetro do triangulo.
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Capitulo 10

Circunferéncia

Este capitulo sera dedicado ao estudo da circunferéncia. A primeira parte
aborda propriedades basicas sobre a geometria na circunferéncia, em especial
aquelas relacionadas a arcos e dngulos e, em seguida, problemas relacionados
a poligonos inscritos e circunscritos a uma dada circunferéncia. Na terceira
parte discutimos o conceito de poténcia de um ponto em relacdo a uma
circunferéncia e finalizamos com a questao da semelhanga no circulo.

10.1 A circunferéncia

Definigcao 10.1.1. Dados um ponto O do plano e um nimero real r > 0, a
circunferéncia de centro O e raio r, denotada por C(O;r), é o conjunto

C(O;r)={P:0P =r}.

Um raio de uma circunferéncia é um segmento que une o centro a qual-
quer um de seus pontos. Corda é um segmento determinado por dois pontos
da circunferéncia; didmetro ¢ uma corda que passa pelo seu centro.

C

D
Figura 10.1: Diametro AB e cordas AB e CD.
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Proposigao 10.1.2. Um raio é perpendicular a uma corda, que nao é um
didmetro, se, e somente se, a divide em dois segmentos congruentes.

Demonstra¢ao. Dado uma circunferéncia C(O;7), seja OP o raio perpendi-
cular & corda AB. Sejam M o ponto de interse¢ao de OP e AB. Como
OA = OB = r, o triangulo OAB ¢é isosceles, com base AB. Assim, A=B.
Como OP e AB sao perpendiculares, os angulos AMO e BMO sio retos
logo, AMO = BMO. Pelo caso LAL, os triangulos AOM e BOM séao
congruentes. Segue, em particular, que AM = MB. Reciprocamente, se
AM = MB, os triangulos AMO e BMO sao congruentes logo, AMO =
BMO. Como AMO + BMO = 180°, concluimos que cada um deles mede
90°, ou seja, o raio OP é perpendicular a corda AB. ]

i

A ‘ B
P
Figura 10.2

Uma reta tangente a uma circunferéncia é uma reta que tem um tnico
ponto em comum com ela; este ponto comum chama-se ponto de tangéncia.

Proposigao 10.1.3. Uma reta é tangente a uma circunferéncia se, e somente
se, ela é perpendicular ao raio determinado pelo ponto de tangéncia.

Demonstragio. Sejam t uma reta tangente a uma circunferéncia C'(O;r) e
T o ponto de tangéncia. Seja P o pé da perpendicular baixada de O a reta
t. Provemos que P = T. De fato, se P # T, entdao os pontos O, P e
T determinam um tridngulo retangulo OPT, cuja hipotenusa é OT. Seja
T' € t tal que P esteja entre T e T" ¢ PT = PT’ (cf. Figura 10.3) Pelo
caso LAL, os triangulos OPT e OPT’ sao congruentes. Disso decorre, em
particular, que OT" = OT = r, ou seja, T' é outro ponto da reta t que
também pertence a C'(O;r), o que é uma contradi¢do. Portanto, P e T sao
coincidentes. Reciprocamente, sejam OT um raio de C(O;r) e t uma reta
que passa por 1" e perpendicular a OT. Considere um ponto P € t, com
P # T. Fica, assim, determinado o tridngulo O PT, cuja hipotenusa é o lado
OP. Disso decorre que r = OT < OP, ou seja, P ¢ C(O;r). Portanto, T é
o tnico ponto comum a t e a C(O;r), isto é, t ¢ a reta tangente a C(O;r)
no ponto 7. O
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4/

T P T

Figura 10.3: Proposigao 10.1.3

Dados dois pontos A e B pertencentes a uma circunferéncia C(O;r), a
reta AB separa o plano em dois semi-planos, cada um destes contendo uma
parte da circunferéncia. Estas partes s@o chamadas de arcos determinados
pelos pontos A e B. Quando A e B sao extremidades de um diametro, estes
arcos sao chamados de semi-circulos.

Quando a corda AB nao é um didmetro, o centro O situa-se em um dos
semi-planos determinados pela reta AB; o arco que fica no mesmo semi-plano
que O chama-se arco maior, e o outro de arco menor.

f arco menor

A B

L ]
k arco maior

Figura 10.4: Arcos maior e menor.

Defini¢ao 10.1.4. Dois pontos A, B € C(O;r) determinam um angulo
A/O\B, chamado de dngulo central. A medida em graus do arco menor, deter-
minado por A e B, é a medida do angulo central AOB. A medida em graus
do arco maior é 360° menos a medida do arco menor; se AB é um didmetro,
a medida dos arcos é 180° (cf. Figura 10.5).

Definigao 10.1.5. Um angulo é inscrito numa circunferéncia se o seu vértice
¢ um ponto da circunferéncia e seus lados interceptam a circunferéncia em
dois pontos distintos do vértice.

O arco determinado pelos dois pontos distintos e que nao contém o vértice
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Figura 10.5: Angulo central A0B.

do angulo inscrito é chamado arco subentendido pelo angulo (cf. Figura 10.6).

C
B B

Figura 10.6: Arco subentendido pelo dngulo inscrito ABC.

Teorema 10.1.6. A medida de um dngulo inscrito numa circunferéncia €
metade da medida do arco subentendido por esse dngulo.

Demonstracdo. Temos trés casos a considerar:
1. Um dos lados do angulo inscrito é um didmetro.

2. O angulo inscrito é dividido pelo didmetro com extremidade em seu
vértice.

3. O angulo inscrito nao é dividido pelo didmetro com extremidade em
seu vértice.

Caso 1. Seja BAC o angulo inscrito com vértice A e suponha que O € AC.
Assim, a medida do arco BC' ¢ BOC. Como OA = OB, o triangulo AOB ¢
isosceles com base AB assim, OAB = OBA. Como BOC' é angulo externo
ao tridngulo AOB, temos:

BOC = OAB + OBA = 20AB,
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A C C

Z

/)

Figura 10.7: Arcos subentendidos.

Caso 2. Seja AD o didmetro com extremidade no vértice A do angulo ins-
crito. Pelo Caso 1, temos:

%B/O\D _BAD o %ﬁo\czﬁa@.
Como BAC = B/E—i—m\(}', temos:
BAC = ;BOD + ;DOC = ; BOC.

Caso 3. Considere o diametro AD. Se AB divide o angulo C’/@, temos
DAC = DAB + BAC'. Assim,

W:m@_m:;ﬂoﬁ_%@:%%ﬁ

Se AC' divide o angulo @, o argumento é inteiramente analogo. O

Corolario 10.1.7. Angulos inscritos que subentendem um mesmo arco sao
congruentes.

Demonstracao. Basta observar que a cada angulo inscrito, nesta situacao,
esta associado ao mesmo angulo central. O

Corolario 10.1.8. Sejam AB e C'D cordas distintas de uma mesma circun-
feréncia que se interceptam num ponto P. Entao,

AP-PB=CP.PD.
Demonstracao. Considere os tridngulos BPD e APC. Temos:
BPD=APC ¢ CAP=BDP.
Assim, BPD e C' AP sao triAngulos semelhantes logo,

AP TP
PD BP’
ou seja, AP - PB = CP - PD, como querfamos. O
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D
Figura 10.8: Corolario 10.1.8.

10.2 Poligonos inscritos numa circunferéncia

Definigao 10.2.1. Dizemos que um poligono esta inscrito numa circunfe-
réncia se os seus vértices pertencem a circunferéncia. Neste caso, dizemos
que a circunferéncia é circunscrita ao poligono.

B D

C
B

Figura 10.9: Poligono ABCDF inscrito numa circunferéncia.

Proposigao 10.2.2. Todo tridngulo esta inscrito em uma tnica circunfe-
réncia.

Demonstra¢ao. Dado um triangulo ABC, denotemos por r e s as mediatrizes
de AB e AC, respectivamente, e seja O o ponto de intersecao de r e s. Como
todo ponto de r é equidistante de A e B, e todo ponto de s é equidistante de
A e C (cf. Exercicio 4.8), o ponto O é equidistante de A, B e C. Considere,
entdo, a circunferéncia C'(O;r), onde r = OA = OB = OC. Seja, agora,
outra circunferéncia C'(O’;r’) circunscrita ao triangulo ABC'. Sejam M ¢ N
os pontos médios de AB e AC, respectivamente. Pela Proposigdao 10.1.2, o
raio que passa por M é perpendicular a AB e, assim, O pertence & mediatriz
de AB. Da mesma forma, O’ pertence a mediatriz de AC. Isso implica que
O’ = 0. Além disso,
r=0"A=0A=r.

Portanto, as circunferéncias C(O;r) e C(O';r') sdo coincidentes. O]
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r C
B

Figura 10.10: Tridngulo ABC' inscrito numa circunferéncia.

A Proposi¢ao 10.2.2 pode ser enunciada da seguinte forma equivalente:

Proposigao 10.2.3. Trés pontos nao colineares determinam uma tnica cir-
cunferéncia.

O centro O da circunferéncia circunscrita a um dado triangulo ABC,
dado pela Proposicao 10.2.2, tem a propriedade de ser equidistante de A, B
e C. Assim, pelo Exercicio 4.8, o ponto O pertence as trés mediatrizes do
tridngulo ABC'. Podemos entao enunciar o seguinte corolario da Proposigao
10.2.2.

Corolario 10.2.4. As mediatrizes de um tridngulo interceptam-se num
lnico ponto, e este é chamado o circuncentro do tridngulo.

Proposigao 10.2.5. Um quadrilatero pode ser inscrito em uma circunfe-
réncia se, e somente se, possui um par de dngulos opostos suplementares.

Demonstracao. Seja ABC'D um quadrilatero inscrito em uma circunferén-
cia. Os angulos A e C subentendem os dois arcos determinados por B e D.

A D

B C

Figura 10.11: Quadrilatero ABC'D inscrito numa circunferéncia.

Como estes dois arcos somam 360°, a soma dos angulos AeCé 180°, isto é,
sao suplementares. Reciprocamente, suponha que um quadrilatero ABCD
tem um par de dngulos opostos suplementares. Pelos vértices A, B e C, con-
sidere a circunferéncia determinada por esses pontos. Em relagdo ao ponto
D, temos trés possibilidades: ele esté sobre, fora ou dentro da circunferén-
cia. Suponha que D esteja fora da circunferéncia. Considere o segmento
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BD e seja D o ponto de intersecdo de BD com a circunferéncia. O quadri-
latero ABCE esta inscrito na circunferéncia logo, seus angulos opostos s&o
suplementares. Em particular, tem-se

ABC + AEC = 180°.

Por hipotese, temos o
ABC + ADC = 180°.

Assim, ADC = AEC. Por outro lado, temos
AEB > ADB e BEC > BDC,
pois sao angulos externos. Assim,
AEC = AEB + BEC > ADB + BDC = ADC,

0 que é uma contradi¢do. Portanto, D nao pode estar fora da circunferéncia.
Analogamente se prova que D nao pode estar dentro da circunferéncia. [

B A

Figura 10.12: Quadrilatero ABCD.

Proposigao 10.2.6. Todo poligono regular estd inscrito em uma circunfe-
réncia.

Demonstracao. Dado um poligono regular A1 A, ... A,, considere a circunfe-
réncia que passa pelos pontos Ay, Ay e Az. Seja O o centro da circunferéncia.
Como OAs = OAsz, o triangulo OAy Az é isosceles logo, OAsAz = OAzAs.
Como o poligono é regular, tem-se

AT AsAs = AzAsAy.
Assim, AT%EO = O/Ag\A4. Além disso, como

AlAQ = A3A4 (§] OA2 = OA3,

82



A,

Ay

Ay

Figura 10.13: Poligono regular A; A, ... A, inscrito numa circunferéncia.

os tridngulos OA; As e OA3 A4 sdo congruentes. Em particular, OA4 = OAq,
isto é, A4 também é um ponto da circunferéncia. Analogamente se prova que
As, Ag, ..., A, pertencem & circunferéncia. O

Definigao 10.2.7. Uma circunferéncia esta inscrita em um poligono se todos
os lados do poligono sao tangentes a circunferéncia. Neste caso, dizemos que
o poligono circunscreve a circunferéncia.

Proposigao 10.2.8. Todo tridngulo possuiu uma tnica circunferéncia ins-
crita.

Demonstra¢ao. Dado um tridngulo ABC, trace as bissetrizes dos angulos A
e E, que se interceptam em um ponto O. Denotemos por E, F'; G os pés das
perpendiculares baixadas de O aos lados AB, AC e BC, respectivamente.
Provemos que OF = OF = OG. De fato, pelo caso ALA, os tridngulos OAE
e OAF sao congruentes, logo OF = OF. Analogamente, tem-se OF = OG.
Assim, pela Proposicao 10.2.3, O é o centro de uma circunferéncia que passa
por E, F'e G. Como os lados do tridngulo ABC sdo perpendiculares aos raios
OFE, OF e OG, eles sao tangentes a circunferéncia. Portanto, a circunferéncia
de centro O e raio r = OE = OF = OG esta inscrita no triangulo. Quanto
a unicidade, seja C'(O’;r') outra circunferéncia inscrita no tridngulo ABC.
Denotemos por E’, F', G’ os pés das perpendiculares de O’ baixadas aos lados
AB, AC e BC, respectivamente. Como os triangulos retangulos O'E’'A e
O'F’ A possuem hipotenusa comum e um par de catetos congruentes, eles sao
congruentes. Disso decorre que O’ A ¢ a bissetriz do angulo A. Analogamente
se prova que O'B é a bissetriz de B. Assim, O’ é o ponto de intersecio das
bissetrizes de A ¢ B logo, deve-se ter O’ = O. Devido a unicidade da
perpendicular a uma reta passando por um ponto, tem-se £/ = E, I/ = F

83



e G’ = G. Portanto, as circunferéncias C(O’;7") e C(O;r) tém o mesmo

centro e raios iguais logo, sao coincidentes. O
A
b F
0
B G C

Figura 10.14: Triangulo ABC inscrito numa circunferéncia.

Analogamente ao Corolério 10.2.4, temos o seguinte

Corolario 10.2.9. As bissetrizes de um tridngulo interceptam-se num tnico
ponto, e este é chamado o incentro do tridngulo.

Demonstracao. Dado um tridngulo ABC _denotemos por O o ponto de in-
tersecao das bissetrizes dos angulos Ae B. Queremos provar que OC' é a
bissetriz do angulo C. Sejam F, F, G os pés das perpendiculares de O
baixadas aos lados AB, AC e BC, respectivamente. Como vimos na prova
da Proposicao 10.2.8, temos que OF = OF = OG. Assim, os tridngu-
los retangulos OFC e OGC' tém a hipotenusa comum e um par de catetos
congruentes, logo sdo congruentes (cf. Figura 10.14). Disso decorre, em
particular, que OC é a bissetriz do angulo C. O

10.3 Poténcia de um ponto em relacao a uma cir-
cunferéncia

Nesta se¢ao discutiremos o conceito de poténcia de um ponto em relacao
a uma circunferéncia, e veremos que através deste conceito podemos obter
aplicagoes em problemas que tratam de relagoes métricas entre secantes e
tangentes a uma dada circunferéncia.

Definigao 10.3.1. Dados uma circunferéncia C(O;r) e um ponto P, defi-
nimos a poténcia de P em relagdo a C'(O;r), denotada por Pot(P), pondo

Pot(P) = d* — 12,

onde d = OP.
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Decorre da definigao que se P é um ponto exterior a circunferéncia, sua
poténcia é um namero positivo; se P € C(O;r), sua poténcia é zero e, se P
é interior & circunferéncia, sua poténcia é negativa.

Se P é um ponto exterior a circunferéncia C(O;r) e se PT é tangente a
circunferéncia em T', decorre diretamente da Defini¢do 10.3.1 e do Teorema
de Pitagoras que

Pot(P) = PT".

T

p

Figura 10.15: Tangente a C(O;r) passando por P.

Proposicao 10.3.2. Dados uma circunferéncia C'(O;r) e um ponto P, consi-
dere uma reta que passa por P e intercepta C'(O;r) em dois pontos distintos,
A e B. Entéo, o produto PA - PB ¢ constante.

Demonstra¢do. Denotando por M o ponto médio da corda AB, facamos
m=MA=MBed=OP. Se P<c C(O;r), entio A = P ou B = P e,
neste caso, tem-se PA-PB = 0. Se P é exterior a circunferéncia e lembrando
que OM é perpendicular & corda AB (cf. Proposigao 10.1.2), temos:

PA-PB = (PM —m)(PM +m)=PM —m?
= PM +OM —OM —m?
— 422

= Pot(P).

Se P é interior a circunferéncia, temos:

PA.-PB = (m—PM)(m+ PM)=—(PM —m?)
— —(PM°+OM —OM —m?)
= @~
= —Pot(P),
como queriamos. O
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Observacao 10.3.3. O fato que o produto PA - PB ¢ constante para qual-
quer secante passando por P ja era conhecido pelos gregos. Para maiores
detalhes, cf. Proposigoes 35 e 36 do livro III dos Elementos [10]. O termo
poténcia foi utilizado pela primeira vez por Jacob Steiner (1796 — 1863),
matematico suico que deu contribuicoes relavantes ao desenvolvimento da
Geometria.

O conjunto dos pontos que possuem poténcia igual a poténcia de um
ponto P, em relagdo a uma circunferéncia C(O;r), é outra circunferéncia,
contendo P, e concéntrica com C(O;7). Um problema interessante é inves-
tigar o conjunto dos pontos que possuem mesma poténcia em relagao a duas
circunferéncias dadas (cf. Exercicio 10.14).

Finalizaremos esta se¢ao provando que em qualquer tridngulo, o raio da
circunferéncia circunscrita nao é menor que o dobro do raio da circunferéncia
inscrita. Esse resultado decorre diretamente da formula que da a distancia
entre o incentro e o circuncentro de um tridngulo.

Proposigao 10.3.4. Dado um tridngulo XY Z, a distancia d entre o incentro
I e o circuncentro C' é dada por

d=+/R?-2rR, (10.1)

onde 7 e R denotam os raios das circunferéncias inscrita e circunscrita, res-
pectivamente, ao tridngulo XY Z.

Demonstracao. Como na Figura 10.16, considere as bissetrizes X D, YT dos
angulos Xe f/, respectivamente, o didmetro DFE & Circunferéncwcungit\a
e F' o pé da perpendicular de I a XZ. Como os angulos DXZ e DY Z
subentendem o mesmo arco, temos

DYC =DXZ = DXY.
Assim, como Y[ é bissetriz de 17, temos:
DYI=DYZ+ZYI=YXD+ XYI = DIV,
ou seja, o tridngulo DY I é isésceles, logo
DY = DI. (10.2)

Por outro lado, denotemos por M o ponto de intersecao de YZ e DE. Como
D é ponto médio do arco YZ e DE é diametro, DM é perpendicular a Y Z.

Assim, os triangulos Y DM e XIF sao semelhantes. Disso decorre que
DM IF r
DY XI XI ( )
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Figura 10.16: Distancia entre o incentro e o circuncentro.

Como DE ¢ dié/mitro, o tridngulo YDFE é retangulo em Y. Além disso,
como DY Z = DFEY, os triangulos YDE e MDY sao semelhantes. Disso
decorre que

DY DM
DE DY’
ou seja,
DY’ = 2RDJM.

Assim, usando (10.2) e (10.3), temos:

I =2r2M _op T
DY XI
Portanto,
DI-XI=2rR.

Fazendo d = IC e calculando a poténcia do ponto I em relacio & circunfe-
réncia circunscrita C'(O; R), obtemos:

Pot(I) =d*> — R®*= —DI - XI = —2rR,
ou seja,
d=+/R2—-2rR,
como queriamos. O
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10.4 Semelhanca no circulo

No Capitulo 9 definimos o circulo de centro O e raio r como sendo o
conjunto de todos os pontos do plano que estao a uma distancia < r do ponto
O. Nosso objetivo agora é estabalecer uma relagao entre area e semelhancga
no circulo.

Lema 10.4.1. Quaisquer dois circulos, de mesmo raio, sao figuras congru-
entes.

Demonstrag¢io. Dados dois circulos C(O;r) e C(O';r), de raios congruentes,
considere a reta OO’. Esta reta determina os didmetros AB e C'D nos
circulos C(O;r) e C(O';r), respectivamente, tais que B esta entre A e C,
e C esté entre B e D. Definimos uma aplicacao ¢ : C(O;r) — C(O’';r) do
seguinte modo. Para cada ponto X no segmento AB, seja X' = ¢(X) o ponto
no segmento C'D tal que CX’' = AX. Em particular, tem-se p(O) = O'.
Qualquer outro ponto X € C(O;r), ndo pertencente ao didmetro AB, esta
em um dos semi-planos determinados pela reta OO’. Consideremos, entao,
o ponto X' = ¢(X) € C(O';r), neste mesmo semi-plano, de modo que
O'X" e OX sejam congruentes e paralelos. Disso decorre, em particular,
que OX X'O’ é um paralelogramo. Se Y é outro ponto do circulo C(O;r),
nao pertencente a reta OX, obtemos o tridngulo OXY que, pela definigao
de ¢, é congruente ao triangulo O’ X'Y’. Tem-se, assim, que X'Y’ = XVY.
Se Y € C(O;r) esta sobre a reta OX entdo, claramente, tem-se X'Y' =
XY. Portanto, ¢ é uma isometria entre os circulos C'(O;r) e C(O';r), como
queriamos. ]

Figura 10.17: Isometria entre os circulos C(O;r) e C(O';r).

Proposigao 10.4.2. Quaisquer dois circulos s@o figuras semelhantes e a
razao de semelhanca é a razao entre seus raios.

Demonstra¢ao. Em virtude do Lema 10.4.1, podemos supor que os circulos
C(0;a) e C(O';d’) sejam concéntricos, i.e., tém o mesmo centro O = O'. A
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homotetia ¢ de centro O e razao r = a’/a transforma cada segmento OX, de
medida a, no segmento OX’, de medida a’, sobre a mesma reta. Portanto,
essa homotetia define uma semelhanga entre C(O;a) e C(O;d’). O

XI

Figura 10.18

Da féormula obtida para a area de um retangulo (cf. Proposi¢ao 8.2.1),
segue que se multiplicarmos a base e a altura de um retangulo pelo mesmo
ntmero positivo r, a area desse retangulo fica multiplicada por 2. O teorema
seguinte usa este caso particular para provar que essa é uma situagao geral.

Teorema 10.4.3. A razao entre as dreas de duas figuras semelhantes € o
quadrado da razao de semelhanca.

Demonstracao. Seja ¢ : F' — F' uma semelhanca de razao r entre duas
figuras geométricas F e F’. Provemos que a area de F’ é igual a 72 vezes
a area de F. Se F' e I’ sao poligonos retangulares, o teorema é verdadeiro.
Assim, todo poligono retangular P, contido em F, é transformado por ¢ num
poligono retangular P, contido em F”, tal que a area de P’ ¢ igual a 2 vezes
a area de P. Reciprocamente, todo poligono retangular @', contido em F’,
¢ transformado por ¢! num poligono retangular @ cuja area é 1/r% vezes
a area de @', logo a area de Q' é r? vezes a area de Q. Assim, a area de F’
¢ o ntmero real cujas aproximacoes por falta sdo r? vezes as aproximacoes
por falta da area de F'. Portanto, tem-se

Area(F') = r? - Area(F),
como queriamos. L]

Da Proposicao 10.4.2 e do Teorema 10.4.3 segue que a area de um circulo
de raio r é 72 vezes a area do circulo de raio 1. Denotando, como de costume,
com a letra grega 7 a area do circulo de raio 1, segue que a area A de um
circulo de raio r é dada pela férmula

A:7r~7'2,
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onde o ntimero 7 é, por definicdo, a drea de um circulo de raio 1.

O teorema seguinte permite-nos caracterizar a drea de um circulo como
o limite das areas dos poligonos regulares nele inscritos (ou circunscritos)
quando o namero de lados cresce indefinidamente.

Teorema 10.4.4. A drea do circulo é o nimero real cujas aprorimagoes por
falta sdo as dreas dos poligonos requlares nele inscritos e cujas aproximacoes
por excesso sao as dreas dos poligonos requlares a ele circunscritos.

Demonstracao. Denotemos por P, e Q,, os poligonos regulares de n lados,
respectivamente inscrito no, e circunscrito ao, circulo C(O;r). Temos que

Area(P,) < mr? < Area(Q,,).

Provemos que, tomando n suficientemente grande, as areas de P, e @, podem
tornar-se tdo proximas de 7r? quanto se queira. Ou seja, dados o > 0 e
>0, com a < 7r? < (3, provaremos que existe n € N tal que

a < Area(P,) < nr? < Area(Q,,) < B.

De fato, observe que o raio r é a hipotenusa de um tridngulo retangulo, cujos
catetos medem [,,/2 e a,,, onde [,, denota a medida do lado de P, e a,, denota
o apotema de P,. Assim,

< ap+ly/2.

2 2

Dado um niimero real a > 0, com o < 7

~

, seja s = y/a/m. Entdo, a = s

N~

Figura 10.19: Poligono regular P, inscrito na circunferéncia C'(O;r).

e s < 1. Assim, o circulo C(O;s) tem area a e esta contido em C(O;r).
Tomemos n suficientemente grande tal que [,,/2 < r — s. Assim,

r<ap+l/2<a,+1—Ss,
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donde a, > s. De s < a, resulta que o circulo C(O;s) esta contido no
poligono P, e, portanto,

a = Area(C(0;s))) < Area(P,).

Isto completa a prova de que as areas dos poligonos regulares inscritos em
C(O;r) sao aproximagoes por falta da area de C'(O;r). Analogamente se
prova para as areas dos poligonos regulares circunscritos . Para maiores
detalhes, cf. Teorema 3.7 de [13]. O

A fim de estabelecer uma férmula para o comprimento da circunferéncia,
denotaremos por 0P, (respectivamente 0@Q,,) o perimetro do poligono regular
de n lados, inscrito (respectivamente circunscrito) na circunferéncia C(O;r).

Definigao 10.4.5. O comprimento da circunferéncia C(O;r) é o niimero real
0C cujas aproximagoes por falta sdo os perimetros P, e cujas aproximagoes
por excesso sao os perimetros Q).

Em virtude da Defini¢gao 10.4.5, tem-se
0P, < 0C < 0Q,,

para todo natural n > 3.
Teorema 10.4.6. O comprimento da circunferéncia C(O;r) € igual a 27r.

Demonstra¢ao. Provemos inicialmente que 0C néao pode ser menor do que
27r. De fato, se fosse dC < 2mr, terfamos (0C/2) - r < mr?. Pelo Teo-
rema 10.4.4, podemos obter um poligono regular P, de n lados, inscrito em
C(O;r) tal que (9C/2) -r < Area(P,). A area do poligono P, ¢ a soma das
areas dos tridngulos que o compdem, os quais tém o centro O como vértice
e os lados de P, como base (cf. Figura 10.19). Assim, essa area ¢ igual a
0P, - an/2, onde a, é o apotema de P, (altura dos tridngulos). Assim,

oC -r < 0P, - an,
2 2
e dai, 0C < 0P, (a,/r). Como ay/r < 1, concluimos que 9C < 0P, o que

é uma contradicao. Portanto, ndo se pode ter 9C < 27r. Analogamente,
usando poligonos regulares circunscritos, concluiremos que nao se pode ter

oC > 27r. O
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Observagao 10.4.7. O nimero 7, definido inicialmente como a area de um
circulo de raio 1, satisfaz também a igualdade m = 9C'/2r, ou seja, é a razao
entre o comprimento de uma circunferéncia e seu didmetro. O primeiro a
designar a razao 0C/2r por 7 foi W. Jones (1675 — 1749) sendo que este s
passou a simbolo standard apoés sua utilizacao por Euler. E foi s6 em 1767
que J. H. Lambert (1728 — 1777) demonstrou que 7 nao ¢ racional.

10.5 Exercicios

1. Dado uma circunferéncia C(O;r), ao conjunto dos pontos P tais que
OP < r chamamos de interior da circunferéncia; ao conjunto dos pontos
P tais que OP > r chamamos de ezterior da circunferéncia. Prove que o
segmento de reta, ligando um ponto do interior com um ponto do exterior
da circunferéncia, intercepta a circunferéncia num dnico ponto.

2. Dado uma circunferéncia C(O;r), prove que a distancia entre quaisquer
dois pontos do interior da circunferéncia é menor do que 2r.

3. Considere duas circunferéncias de raio r que nao se interceptam. Prove
que a medida do segmento ligando seus centros é maior do que 27.

4. Duas circunferéncias C(O;r) e C(O';r') se interceptam em dois pontos.
O que podemos afirmar sobre a medida do segmento OO’?

5. Considere dois pontos A e B de uma circunferéncia C(O;r). O que
podemos afirmar sobre o tridngulo OAB?

6. Dizemos que duas circunferéncias sdo tangentes se sdo tangentes a uma
mesma reta em um mesmo ponto; este ponto é chamado de ponto de tangén-
cia. Prove que, quando duas circunferéncias sao tangentes, os dois centros e
o ponto de tangéncia sao colineares.

7. Prove que a mediatriz de uma corda passa pelo centro da circunferéncia.

8. Em um triangulo equilatero, prove que as circunferéncias inscrita e cir-
cunscrita tém o mesmo centro.

9. Em uma circunferéncia, sao tragadas duas cordas paralelas & partir das
extremidades de um didmetro. Prove que as duas cordas sao congruentes.

10. Na Figura 10.20, PR é tangente a circunferéncia no ponto P e PQ) = OP.
Prove que OQ = QR.
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> Q

R
P

Figura 10.20

A D

C B
Figura 10.21

11. Na Figura 10.21, tem-se AC' = BD. Prove que AB = CD e que AD é
paralelo a BC'.

12. Prove que todo paralelogramo inscrito numa circunferéncia é retangulo.

13. Na Figura 10.22, P é um ponto pertencente ao exterior da circunferéncia.
Prove que AP-PB =CP - PD.

A B p
D

C

Figura 10.22

14. Considere um ponto P que tenha mesma poténcia em relagdo a duas
circunferéncias C(O1;71) e C(O2;r2), ou seja, WQ —r = WQ —r3
Prove que o conjunto dos pontos que possuem mesma poténcia que P em
relagdo as duas cinrcunferéncias é a reta que passa por P e é perpendicular
a 0102. Analise este problema para o caso de trés circunferéncias (cf. [16]).

15. Sejam PT e PU duas tangentes, contendo P, a duas circunferéncias
concéntricas, com P pertencente & circunferéncia menor. Se PT intercepta

. . . =2 =2 =2
a circunferéncia maior num ponto ), prove que PT™ — PU™ = QT".
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16. Na Figura 10.23, as retas sao tangentes comuns as duas circunferén-
cias. Prove que m e n se interceptam na reta que passa pelo centro das
circunferéncias. Além disso, se os raios das circunferéncias sao diferentes,
prove que as retas r e s também se interceptam na reta dos centros.

Figura 10.23

17. Dado um tridngulo retangulo ABC, constréi-se um semicirculo sobre
cada um de seus lados, tendo os lados como didmetros. Prove que a soma
das areas dos semicirculos, situados sobre os catetos, é igual a area do semi-
circulo situado sobre a hipotenusa. Prove que, se ao invés de construirmos
semicirculos, construirmos tridngulos equildteros, obtemos o mesmo resul-
tado. O resultado continua valido se construirmos poligonos regulares?

18 (Lunulas de Hipocrates). Uma linula é uma figura geométrica limita-
da por dois arcos de circunferéncia de raios distintos. Dado um tridngulo
retangulo ABC, com angulo reto em C', sejam O, P, @) os pontos médios
dos lados AB, BC' e AC, respectivamente. Com centro em O, traga-se um
semicirculo de raio OA. Com centro em P, traca-se um semicirculo de raio
PB, e com centro em @ traca-se um semicirculo de raio AQ. Essa construcao
delimita duas linulas, Ly e Ly, como na Figura 10.24. Prove que a soma das
areas das linulas é igual a area do triangulo ABC.

C

A 0 B
Figura 10.24
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19. A regido limitada por dois raios e um arco de uma circunferéncia é
chamada de setor circular. Prove que a area de um setor circular é %rs,

onde r é o raio da circunferéncia e s é a medida do arco.

20 (Teorema da borboleta). Dado uma circunferéncia C(O;r), considere
uma corda PQ de C(O;r) e seja M o ponto médio de PQ. Considere também
duas cordas AB e CD de C(O;r) passando por M. Se AD e BC interceptam
PQ em X e Y, respectivamente, prove que M é também ponto médio do
segmento XY

B

A C

Figura 10.25: Teorema da borboleta.
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